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PRÉFACE 


Le cours d'Electricité théorique comprend l'Electrostatique, 
l’'Électrocinétique, le Magnélisme, l'Electromagnétisme et l’étude des 
courants alternatifs quasi-stalionnaires. 

La nouveauté consisle en l'emploi du calcul tensoriel. 

IT wy a pas lieu d'appréhender cette nouvelle introduction, car un 
tenseur est simplement un tableau comportant un certain nombre 
de cases. Dans chacune de ces cases est inscrit un nombre ou une 
expression qui est la composante d’une grandeur de nature vectorielle, 
projetée sur un axe déterminé. Les règles de calcul sont très simples 
et se trouvent explicitées en une trentaine de pages rédigées sans 
oublier que, pour l'ingénieur, la mathématique est un outil et non 
un but. Pour les lecteurs qui désireraient se perfectionner ou lire les 
traités de relativité généralisée, un petit nombre de pages supplémen- 
taires traitent des symboles de Christoffel. 


L'application du calcul tensoriel aux champs de vecteurs apporte 
à leur étude une simplification certaine, car elle fait apparaître les 
notions délicates de rotationnel et de potentiel-vecteur avec une 
évidence qui, à notre point de vue, justifie largement le supplément 
de difficulté du début. 

Les principes et les procédés de calcul sont en nombre réduit ; 
il y a avantage du point de vue surcharge de la mémoire. Les notions 
d'électricité sont exposées avec rigueur et elles aboutissent à la 
synthèse que représentent les deux équations de Maxwell. 

Il ne peut être question d'exposer autrement que très simplement 
la loi d'Ohm, qui est une loi expérimentale et qui, nous le pensons, 
est, avec la loi des circuits magnétiques, la seule que l'ingénieur 
électricien utilise journellement. C’est la loi Ohm généralisée qui, 
appliquée à chaque portion de circuit ou enroulement de machines, 
donne la solution de tous les problèmes proposés. Il est bien évident 
que les lois de Kirchhoff dérivent immédiatement de la loi Ohm ; 
elles revêtent une forme qui élimine les erreurs de signes. 


Les diverses applications des principes élémentaires d'électricité 
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aux réseaux et aux machines sont considérées du point de vue du 
calcul tensoriel, et ceci leur attribue une généralité très grande. 

IT est en effet possible de traiter les cas les plus complexes sans 
éprouver le besoin de concrétiser la pensée par un dessin particulier 
fixant les diverses grandeurs et constantes électriques qui inter- 
viennent, tous les cas se ramenant en un seul absolument général. 
Ceux qui se rencontrent en pratique sont toujours des cas particuliers 
qu'il est aisé de résoudre. Le calcul tensoriel est un procédé extrême- 
ment élégant de mise en équation des divers problèmes électriques ; 
généralement, on aboutit à des équations différentielles du second 
ordre qu'il faut résoudre. Le procédé le plus simple et le plus rapide 
de résolution est la méthode opérationnelle d'Heaviside. Ce calcul est 
justifié dans le texte par une étude simple qui, nous le pensons 
également, légitime le procédé bien connu des anglo-saxons. 

Les chapitres nouveaux relatifs à la théorie de l'Electricité ont été 
présentés en une série de leçons données à l'Association des Ingénieurs 
Electriciens sortis de l’Institut Montefiore. L'accueil favorable nous a 
incité à les présenter sous forme d’un ensemble. 


Institut Montefiore. 


Liége, mars 1916. 


CHAPITRE I 


ÉLÉMENTS D'ANALYSE VECTORIELLE 
ET TENSORIELLE 


$ | 


a) Les grandeurs physiques se rangent en deux catégories : les gran- 
deurs scalaires et les grandeurs vectorielles. 

Les grandeurs scalaires sont représentées par des nombres positifs 
ou négatifs mais elles n’impliquent aucune idée directionnelle. 

Exemples : la température, la masse, le travail, la charge élec- 
trique, etc. 

Les grandeurs vectorielles, ou vecteurs, sont au contraire dirigées. 

Exemples : la vitesse, l’accélération, la force, le moment d’une 
force, etc. 

Les vecteurs se subdivisent en deux classes : 

1° Les vecteurs polaires tels que la vitesse et la force, qui sont repré- 
sentés par le symbole tenant lieu de la valeur numérique de la 


— = 

grandeur surmonté d’une flèche soit, par exemple, V et F. 
2° Les vecteurs axiaux ou combinés tel que le couple de deux 
forces. La valeur symbolique de la grandeur numérique sera dans 


ce cas, surmontée d’une flèche circulaire qui indique une rotation, 
A 
comme par exemple C. 


La valeur numérique d’un vecteur axial est fournie par la mesure 
de l’aire d’une surface plane perpendiculaire à la direction du vecteur. 
Un sens de circulation est attribué au contour qui limite cette surface. 
La surface est positive lorsque le sens de circulation est le sens trigo- 
nométrique et négative dans le sens inverse. La surface est égale- 
ment positive si la flèche de circulation permet d’inscrire dans le 
même sens la lettre N (nord) et négative dans le sens de l'inscription 
de la lettre S (sud). 

O 


b) Un vecteur unitaire est défini par l’unité de longueur considérée 
suivant une direction donnée et dans un sens déterminé. La flèche 


. ? . . La Q r e > 
indique le sens compté de l’origine vers l'extrémité du vecteur. Soit y 
le vecteur unitaire considéré dans une direction donnée : la lon- 
gueur OA est égale à Punité et le sens est celui de O vers A. 
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moe Ee . . L] LA 
Deux vecteurs AB et CD qui ont même longueur et qui sont dirigés 


—— —— 
dans le même sens parallèlement l’un à l’autre sont égaux : AB = CD. 
Deux vecteurs sont différents lorsqu'ils ne satisfont pas aux trois 
conditions de longueur ou module, de direction et de sens. Ainsi, 


quoique EF ait même module que AB ou CD, EF est différent de AB 
eu égard à leur direction différente. 


> 


Suivant une direction donnée, considérons le vecteur unitaire vy, 
I est possible d'amplifier ce vecteur V fois en 
multipliant sa longueur (unitaire) par V sans 

z en modifier le sens et la direction. Le résultat 


P di 
aA D fournit un vecteur AB et l’on a AB =y. V =V. 
À O 

C 


Le nombre V est un opérateur qui, appliqué 


—> 
E au vecteur y, en dilate V fois la longueur sans 
y changement de sens ni de direction. 
D a a 
A B D t ; itair oi 2 ms at 
, es vecteurs unitaires y',y?,...v" pris dans 
Fig. (1-1). 


des directions quelconques sont dits linéaire- 
ment indépendants s’il est impossible de trouver n nombres 
at, a?, ... a non tous nuls de manière à ce que la combinaison 


—> —> -> 
linéaire at yv! + a y2 +... + a” y" soit nulle. 

Si cette condition est réalisée, les n vecteurs constituent un système 
d’axes de références à n dimensions. 

Montrons-le pour le plan. 


Soient vi et 3 deux vecteurs unitaires qui se trouvent dans un plan. 
Il est possible de les déplacer parallèlement 
à eux-mêmes jusqu’à ce qu'ils aient une ori- 
gine commune O (fig. (1 — 2). 


— 


=> 
yt etv? sont linéairement indépendants. A 


cet effet, montrons qu’un vecteur quelconque V 


0 yy A 
=> o . . L r LA y 
du plan v! y? est une combinaison linéaire des Fig. (1-2). 


deux vecteurs de base. Déplaçons y parallèlement de manière que son 
origine coïncide avec O ; V = OC. Par C, menons deux parallèles 
à F et T. on a ainsi deux vecteurs OÀ et OB. La règle bien connue de 
la composilion vectorielle donne OC = OA + OB. D'autre part, 
—-—> 


-> Aa e r . >% e 
OA = Y.atet OB = v. @, aœ et a étant des nombres qui indiquent la 


— 
grandeur des composantes du vecteur V. Il vient donc : 
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PNI Ta = z . . . e . . ld . 
OC = V = at. yt + a .y?, relation qui est bien une composition linéaire 
des deux vecteurs de base. 


Il py a aucune difficulté à généraliser. 
c) ADDITION ET SOUSTRACTION DES VECTEURS. 


=> —> : A 
Soient y et p deux vecteurs unitaires correspondant aux directions 
AB et CD (fig. 1-3). 


—> —> 
Considérons les deux vecteurs V = y. V et 


— N 
>_> | 74 
U =u. U; leur somme vectorielle est obtenue Px o 
en portant à partir d’un point quelconque O, 2a R 
—— —> : 0 + M 
un vecteur OM = V et à sa suite un vecteur ' 7 
—— —> 
MN = U. TR 
—— —> i 
Le vecteur résullant ON = R est par défini- 
. =s —> 
tion V + U. a 
pO — —> -> — sE 
On a avec évidence : V + U= U + V. 


— 


à Re eo. sé 
Dans le cas particulier où V et U auraient z 
même module, même direction mais de sens pe B 
-> -> À 
opposé, la résultante est nulle ; V + U = O ou ein 
ig. = ). 


encore V + U = (— 1) Ü. 

(—1) est un opérateur qui change le sens d’un vecteur sans en modi- 
fier la grandeur et la direction ; on peut encore s'exprimer en considé- 
rant (— 1) comme un opérateur faisant exécuter une rotation de 180° 
au vecteur auquel il est appliqué. 


> > r , 
La soustraction de deux vecteurs V — U se ramène au cas précédent 


, ; -> — — —> -—> 
en écrivant V—U—=V+(-i)U = R. 
Soit une opération plus complexe à effectuer sur les trois vecteurs 


— — — -> > — . à 
A, B et C. Par exemple À + B — C. La figure montre la construction à 


DA Ai 

effectuer pour trouver la résultante: R= À + B —C. 
Posons que j est un opérateur susceptible de faire tourner de 90° 
dans un plan donné et dans le sens défini comme positif, le vecteur 


=> 


unitaire y sans en modifier la longueur. Prenons le plan du papier 
comme plan défini et choisissons le sens trigonoméirique comme sens 
positif. La figure (1-4) traduit la définition de lopérateur j. 

Le signe j n’a, pour Pinstant, aucune signification physique ou ma- 
thématique. 
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d) Que signifie expression R=V + j.U? (üg. 1-4). 
Soit, dans le plan du papier, le vec- 


—+ 


JY 


-5 
teur unitaire y porté suivant une 


_ —> 
c F direction déterminée. On a V =v V 
D E S 
Po X et U = yU, 
Ju | RS > | | 
<6 | En multipliant U par j, on fait 
v 
v 


— — —> 
tourner U de 90° ; J.U = j.v.U re- 
. > r 
présente le vecleur unitaire y tourne 


Fig. (1-4). de 90° dans le sens + et amplifié 
— 
U fois. Le vecteur résultant R est la 


somme géométrique de V et de J: U. 
Le module R qui est Phypothénuse du triangle rectangle dont les 
côtés sont les modules des vecteurs donnés, est exprimé par la relation 


R = VV? + U. 
Ca + > . e 
R fait un angle 0 avec v et cet angle est fourni par la relation : 
U U 
tg 0 = —- ou encore 8 = arc tg — = tg -p 
S= y n Sy 8 y 
On peut donc dire que R =V + j.U représente un vecteur qui 
dérive du vecteur unitaire y de la maniere suivante : 
-> 
1° yest amplifié R = \, V? + U? fois. 
2° Ce vecteur est ensuite tourné positivement d’un angle 


9 c tg d 
= ar Le 
V 


L'expression vectorielle R=V+ Ta U peut encore s'écrire 
R=(V+j.U0) y 


et de là on déduit que V + j.U est un opérateur qui, appliqué à 7. 
effectue les deux modifications d'amplification et de rotation envi- 
sagées. 

Le triangle rectangle donne encore V = R.cos 8 et U = R.sin 9, 
de sorte qu’on peut encore écrire : 


@—1)....R=(V +j. = R(cos 8 + j.sin 0)% 
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expression dans laquelle se trouvent deux opérateurs R et 
= 


(cos 0 + j.sin 0) dont les fonctions sont, la première d'amplifier y et la 
seconde, de faire tourner le vecteur amplifié d’un angle 9. 


On peut effectuer des rotations successives de 90° sur le vecteur 
unitaire : on obtient ainsi les vecteurs 


=> > —> — 


—> 
Ve. etes Je A Jeda CE Feel al ed 

par analogie avec les opérations effectuées sur les grandeurs scalaires, 

écrivons j.j = j°, ete., il vient : 


M. CINE AÔbe a 
pour les quatre rotations successives envisagées. 


Or, j2.v est opposé au vecteur y (rotation de 180°), de sorte que 


9 


= =$ m—— 
P.y=-— v, ce qui conduit à attribuer à j la valeur V —1. 

Quoique la quantité NES soit imaginaire, l’opérateur j représente 
une opération réelle. Travailler sur des nombres complexes, c'est 
travailler sur des quantités réelles dans un ordre déterminé. 

En introduisant la valeur de j dans les relations précédentes, expres- 


—> z5 a . 
sion de R = V + j.U prend une forme très simple. 
Développons en série cos 6 et j.sin 0 


0? 04 gë 


E E a co 
E PERE E E 
G ee 
et faisons la somme 
ns . Ô Foie i. 0) | 
C A NCORTREE ES QE TES qe CON LG D Lei 


L'opérateur de rotation est donc : cos 0 + j sin ou eJ? 
= . e 
Pour faire tourner un vecteur donné V d’un angle 9, il suffit de le 


multiplier par ed 


e) MULTIPLICATION DES VECTEURS. 


Il existe deux espèces de produits : 
a) le produit scalaire ; 


b) le produit vectoriel. 
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Le produit scalaire (ou intérieur) de deux vecteurs V et U est défini 
par le produit de leur module V et U multiplié par le cosinus de 


l’angle (V.U) formé par leur direction. Ce produit s'écrit générale- 
2s > => — 
ment V x U et sa valeur est V.U cos (V . U). 

Puisque le cosinus ne change pas de signe lorsque l’on change le 


signe de langle, cos (V U) = cos |— (Ù V)] = COS (Ù V), Pordre des 
facteurs peut être modifié sans apporter de changement au produit 


: Nr => — > > 

scalaire ; d’où (U.V) = (V.U). 

Recherchons l'expression analytique du produit scalaire. 

Choisissons un système d’axes à droite comme système de référence 
triangulaire. 

. > > > . . . . . fd . . 
Soient y!, y?, »* les trois vecteurs unitaires dirigés suivant les trois axes 
et V un vecteur dont Vi Vy 5 V, sont les trois projections. 


—> — —_ 


LA . => => => = 
On a avec évidence : V = V + v; +V = V y! + Vya Vv. 


~ 
La 


Désignons par l, m, n les cosinus directeurs de la direction de y, 
les grandeurs des trois projections sont: V, = L.V, V = m.V, 
V.=n.V 
et comme : P + m? + n? = 1, il vient: V? = V? + e + V° 


ou encore : V = VO: +V +V? 
De même, si V, m’, n’ sont les cosinus directeurs d’un vecteur U, 
Pangle formé par V et U est donné par la relation : 
COS (V U) =l. V+m.w +n. w 
et comme : U, = U.? U, = U.nv U = U.r 
cette dernière relation devient : 
V.U cos (VU) = V.U, + V,.U + V,U, 
Exemple. — Le travail élémentaire d © est le produit scalaire de 
deux vecteurs : le vecteur force F et le déplacement élémentaire dl. 
d € = È. T) = F dl cos @ dÙ 


Si X, Y, Z désignent les modules des projections de la force F sur 
les axes et dx, dy, dz ceux de l’élément dl 


dé=X.dx +Y.dy + Z.dz 
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f) PRODUIT VECTORIEL (ou extérieur). 
Le produit vectoriel de deux vecteurs est un vecteur axial dont le 


—_ — 
module mesure laire du parallélogramme formé par V et U et dont 
la direction est la perpendiculaire au plan de ce 


A 
parallélogramme. Le sens de C est donné par la e 
règle du tire-bouchon : en faisant tourner le tire- $ 
bouchon dans le sens qui amène la coïncidence du 


> ; : PA 
vecteur V sur le vecteur U, on détermine un mou- 
vement d'avancement du tire-bouchon qui a le sens 
A v 
du vecteur C (fig. 1-5). | | Fig. (1-5). 
On représente le produit vectoriel par la nota- 
7 — 
tion:C=V aT. 
La valeur numérique du produit vectoriel est définie par : 
: —> => 
C = V.U.sin (V U) 
Exemple. — Le moment d’une force par rapport à un point, le 


` 


champ magnétique dû à un élément de courant. 


2 IFE — redie iy 


r>? pe 


A —> —> 
dF6 = (r A dD 


Pour rechercher l’expression analytique du produit vectoriel, 
plaçons le sommet du parallélogramme 
formé par V et par Ü à l’origine du sys- 
tème trirectangulaire d’axes à droite 
(fig. 1-6). 

Le produit vectoriel a comme module 


V.U.sin (VU), par conséquent la pro- 
À 


jection C, suivant laxe des z du vec- 


7 a . 
teur C a comme module s, projection 


du parallélogramme de surface s sur le 
plan XOY. 


Fig. (1-6). Dans ce plan, les sommets OB’A’ ont 
comme coordonnées 00, V, Vp U, U; 
par suite, 0 0 1 | 
E D dep uv. tv 
g æ y r y y k4 
U Upd 


de même :s = V.U -V .U et s =V .U — V .U 
Y z æ pa z r y £ 2 y 
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Il est bien évident que, si tout en conservant leur direction et leur 
sens, les deux vecteurs variaient temporellement, on envisagerait alors 
la dérivée par rapport au temps, tant du produit scalaire que du pro- 
duit vectoriel. Il vient : 


d Sr z dU) > dý 
ay VU RTA + (xar ) 
d is s a dU > dav 
d VA )= (VA a) + | / a 
$ 2 
a) INTENSITÉ DU CHAMP. — On obtient un champ vectoriel en pla- 


çant en un point donné, un agent, source de champ. 

Toutes les forces rencontrées en électricité sont des forces newto- 
niennes. 

La force f qui s'exerce entre deux masses x et w isolées dans l’espace 
et distantes l’une de l’autre de r unités de longueur, est donnée par : 


D. ren 


On observe qu’il y a des répulsions (la force est positive) et des 
attractions (force négative). On est ainsi conduit à admettre deux 
espèces d’agents (positif et négatif) ; la formule newtonienne donne 
le signe de la force. k est un coefficient qui dépend à la fois des unités 
de mesures et de la nature du milieu dans lequel les deux masses sont 
plongées. 

En admettant que l’action des forces est instantanée, une faute de 
principe est commise, le procédé est tellement plus commode qu’il 
peut être employé dans l’étude des phénomènes électriques toutes les 
fois que les distances r sont petites. Pour les grandes distances, au 
contraire, intéressant en ordre principal la T. S.F., il faut recourir à 
une étude de proche en proche pour tenir compte du temps de propa- 
gation ; c’est en cela que consiste la théorie de Maxwell qui sera 
abordée ultérieurement. 

Lorsque plusieurs masses agissent simultanément, l'expérience 
montre que chacune d'elles se comporte indépendamment des autres 

et la force résultante due à l’action de n masses u, distribuées de ma- 
nière reiro naue mais connue dans l’espace est donnée par la somme 


vectorielle T = = Í, + 2 die T re Si l’agent newtonien est répandu sur 
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une surface, o en est la densité superficielle et s’il est contenu dans un 
volume, pe en est la densité cubique. 

Le champ newtonien est tout le domaine où se font sentir les 
actions des agents envisagés et l’intensité du champ en un point p 
est la force qui agit sur l’unité positive de masse supposée placée en 
ce point. On la désigne par la lettre À. 

La force exercée par la masse u, est au point p, distant de r, numé- 


° . r J. À 
riquement exprimée par : h, = k ss et, pour n masses, la résultante 
li 

est l’intensité du champ donné par la somme vectorielle : 


n 


2—29... E E 
1 


ri 


Il est presque toujours pénible, sinon impossible, de trouver cette 
résultante par l’application de la formule si n est grand. 
D'une manière plus générale, si l’agent est réparti spatialement 
avec une densité p, l’action, en un point p, de l’agent contenu dans un 
pdt 


a de sorte que, 


volume élémentaire d+, distant de r, est: dh = k 


pour tout l’espace, l'intensité du champ est : 


D. R = (Ò © 


r? 


evoe ` 


Cette triple intégrale doit être étendue à tout le volume t renfermant 
les masses agissantes et elle ne peut être faite que si Pon connaît la 
loi de variation de pẹ en fonction des coordonnées de l’élément dr. 

Le problème est compliqué. 


b) LIGNE DE FORCE. 


Une ligne de force est la trajectoire que suivrait une masse d’agent 
positive et unitaire, libre de se mouvoir sous laction des forces du 
champ. 


En tout point, R est tangent à cette trajectoire. En tout point d’un 
champ passe une ligne de force. 


c) TUBE DE FORCE. 


Il est possible de faire passer par chacun des points d’un contour 
fermé placé dans un champ, une ligne de force. L'ensemble des lignes 
de force s'appuyant sur ce contour est un tube de force. 

Si le champ de force est radial, c’est-à-dire si les lignes de force 
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satisfont à la symétrie sphérique, on a des cônes de force dont o est 
l’angle solide au sommet où lagent se trouve placé. Si le champ est 
uniforme, la section des tubes de force reste constante ; si le champ 
est quelconque, la section de ces tubes est variable. 


d) FLUX DE FORCE. 


hds cos a est, par définition, le flux de force élémentaire dN à tra- 


=5 
vers une surface ds ; a est langle que fait h avec la normale à la sur- 
face ds. La normale est positive lorsqwelle traverse ds de la face néga- 
tive vers la face positive (§ 1). 

Pour une surface quelconque, numériquement : 
(2—4).... N={fh.ds.cosa— {| h ds. 

Si la surface est fermée, c’est-à-dire si elle limite un volume, la nor- 
male dirigée vers l’extérieur est considérée comme positive. 

Si une masse d'agent u est placée au sommet d’un cône, le flux pas- 


sant au travers de n’importe quelle section faite dans ce cône est, par 
définition : 


(2—5).... kudo = dN 


ds cos a 


car do = F2 à condition que le cône ne rencontre pas d’agent. 


e) THÉORÈME DE GAUSS. 


Si une surface fermée de forme quelconque contient une masse u 
d'agent, le flux total qui s'échappe de cette surface est l’intégrale de 
(2—5), soit N = 4x k p. 

Comme dans ce résultat, Pangle « n’apparaît pas, si plusieurs masses 
sont à l’intérieur du volume limité par la surface fermée, la contribu- 
tion de chacune d’elles au flux total est exprimée par une expression 
analogue, de sorte que : 


(2 — 6) .... N = 4x LE 


f) THÉORÈME D’'OSTROGRADSKY. 


L'application du théorème de Gauss à un volume + ne contenant pas 
d'agent et placé dans un champ montre que le flux total qui s’en 
échappe est nul, ce qui exprime que le flux entrant, toujours négatif, 
est égal au flux sortant, toujours positif (compte tenu de la convention 
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= 
de signe de la normale à la surface fermée). Le flux N est un vecteur 


dirigé dans le sens de h de sorte que, en considérant un parallélipipède 
élémentaire placé à l’origine d’un trièdre trirectangle, sur la couple 
de faces dy dz, normales à l’axe des x, le bénéfice du flux dans cette 
direction est : 

R 


cty 0 À. 2 A, 
= dx) dy dz = —— dx dy dz = - 
dd TE 


=h dy dz + (n, + 


Pour les deux autres couples de faces du parallélipipèėde, on arrive 
à des expressions identiques, de telle sorte que le flux total qui 
s'échappe de ce volume élémentaire est : 


© À cl oh. ` 
L dl [es dy £ 2) 
: = OR, 


-+ 


d X ð y © Z 


Pour un volume r, il suffit d’en faire l’intégrale, étendue à tout le 
volume, et il vient : 


(ie E ah, Pa ie \\| div (h) dr 


$ — 
en posant que la div.h est la somme : 


(2—7).... div.h — +. - l- 


Le flux qui séchappe d’une surface fermée s limitant un volume rt 
est aussi exprimé par la formule (2 — 4), et l’on a : 


N = (f h ds = ({|_ aiv.h dr... (2—8). 


e 4 v 


Ce remarquable théorème permet de transformer une intégrale 
triple en une intégrale double ou réciproquement. 
Si t renferme des masses, N = 4rk žų, et s’il wen renferme pas, 


N = 0 ; par suite, div A = 0 exprime la conservation du flux. 
(Le flux entrant égale le flux sortant.) 


g) INTÉGRALE DE LIGNE. 


Soient deux points 1 et 2 pris au hasard dans un champ vectoriel. 
Une courbe quelconque allant de l’un à Pautre peut toujours être 
regardée comme composée de petits éléments de longueur dl indivi- 
duels juxtaposés. En chaque point de la courbe, faisons le produit 


scalaire h X dl numériquement égal à h, dl, où h, est la projection de h 
sur la direction de dl. Le produit scalaire est le travail effectué par les 
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forces du champ sur la masse + 1 supposée se déplacer de 1 à 2 sui- 
vant la courbe donnée, il vient : 


(2 — 9) (h dl = (h, dz + h, dy +h, dz 


v ” | 
D’une façon générale, la valeur de lintégrale dépend du chemin 
parcouru ; toutefois, si les grandeurs des composantes de h s’expri- 
maient par des dérivées partielles d’une grandeur scalaire S = f (x,y,z) 
on aurait : 
9 S à S — ð S 


(2 — 10).... h, = EE i ~ ES 


et l'intégrale prise entre les limites 1 et 2 serait indépendante du che- 
min parcouru : elle équivaudrait à S| — S, différence entre les valeurs 
de la grandeur scalaire au point initial et au point d’arrivée. Lorsque 


c'est le cas, on dit que ù = — grad. S et le gradient est défini par 
DS S a O a 200 

(2—11).... == srad. S = y! Ve e 
Fa dy Ig 


52 LA 
Le signe — indique que la direction positive du vecteur h est dirigée 
vers les scalaires décroissants. 


$ 3 


a) Cette dernière considération introduit une autre façon d’envi- 
sager un champ et elle conduit tout naturellement à la théorie de 
Maxwell. 


Ainsi donc, si l’on connaissait une grandeur scalaire S dont les 
dérivées partielles fournissent les composantes de l’intensité du champ, 
ces dernières sont obtenues par le processus de la dérivation (2 - 10) 
toujours possible et remarquons qu’il suffit de connaître les varia- 
tions de S dans le domaine avoisinant le point p où l’on recherche les 
différentes propriétés du champ. Le scalaire S est une fonction de x, 
y, z, de la grandeur et de la nature de la source. Nous en ferons l’étude 
complète ultérieurement, mais avant de l’aborder, démontrons analy- 
tiquement quelques formules de transformation utilisées très fré- 
quemment. 


b) VECTEUR OPÉRATEUR. 


= ; : do o à 
Le vecteur V (nabla) est défini par ses trois composantes =, =—, —. 
ox e PZ 
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Appliqué à une quantité scalaire S, il fournit les trois composantes 
du gradient de $ : 


(3—1) aS oS IS 
e...’ = CON SERRE 
C o c y € Z 


Appliqué (sous forme de produit scalaire) à une quantité vecto- 


. —> . 
rielle A de composantes A , À, A, il donne : 


>> à Al: 0 À 0 À. 
— 2)... VA) — > = : 
, , — —> —> = — 
et s'appelle divergence de A. V X A = div. A. 


Le produit vectoriel de l’opérateur Ÿ et d’un vecteur À donne le 


— 
vecteur rotalionnel de A dont les composantes sur les trois axes 
trirectangles sont : 


pa À à À 
© a A © d 
rot À E a e = 
ds Tala 
CEERI SE rot À = tt 
y ez x 
oF. 9 
© À oA 
rot À = = i 
= L òy 


On appelle Laplacien A, le vecteur opérateur défini par ses trois 
composantes : 


o2 q2 22 


(3 — 4) .... 


pe a 


En appliquant les définitions ci-dessus, il est facile d’établir les 
relations suivantes qui servent continuellement de formules de trans- 
formation. 


a) div. grad. $ = + AS. 


En effet, les trois composantes de grad. S sont : 


, 


CS aS IS 
XL À 


IED) 


r ; à - - >) 7 ( à 


òy | Q 7 


div STARS Se 
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a) div. grad. S = AS 
b) div. roi. À 
c) rot. rot. À — grad. div. À — AA 
d) rot. grad. S = 0 


e) div. [A A B] = (B x rot. A) — A x rol. B) 


f) SiB = S.Å, on a: div. B = S . div. À + (À x grad. S) | .... (3—5) 
na 3a ._ > 2S aS as. 
div. B = S.div. À + A + A + A. 
o eyo Y CEE 
9) Si Ë = S$S À 
[(( 4 xgrad.S.dr=(( SA, ds — [[[_S div. À dr 


h) À À srad. S= S x rol. 4 + rot. SA 


§ 4. - L'ESPACE A n DIMENSIONS 


Nous considérons un espace comme un ensemble infini de points. 

Chacun de ceux-ci est distingué au moyen de n nombres réels, 
entiers et positifs. 

Ces n quantités qui fixent la position d’un point sont les coordonnées 
de ce point ; un tel espace possède n dimensions (hyperespace). 

Nous admettons que les n coordonnées varient d’une manière con- 
tinue entre certaines limites (continuum à n dimensions). 

Si xl, x?, ... x" sont les coordonnées d’un point X et yt, y*, ... y" 
celle d’un point Y, les deux points X et Y sont infiniment voisins 
lorsque, en valeur absolue, ies différences y? — x’ sont infiniment 
petites. 

Si nous établissons enlre les n coordonnées une certaine relation : 
F (t, x2, ... x") = 0, nous définissons à l’intérieur de notre hyper- 
espace un ensemble infini de points dont la connaissance particulière 
de chacun n’exige plus que n — 1 coordonnées ; c’est un espace à n — 1 
dimensions. 

De même, si l’on a deux équations simultanées, le système FT = 0 
et F? = 0 définit un espace à n — 2 dimensions plongé dans lhyper- 
espace primilif. 

On peul continuer. 

n — 2 relalions représentent une surface dans l’hyperespace primitif 
et n — 1 relations entre les coordonnées représentent une ligne. 


# 
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On peut imaginer beaucoup de genres d'espaces. 

Nous allons prendre un exemple en restant à deux dimensions. 

Le plus simple de tous les espaces bidimensionnels est le plan. 

On pourrait aussi gauchir la feuille de papier sur laquelle on 
dessine ; on est ainsi amené à la considération d’espaces courbes dont 
le plus simple est la surface de la sphère. 

La distance de deux points peut être donnée sans qu'il soit nécessaire 
de se rapporter à un système d’axes de référence. 

Il est alors important, si l’on utilise un système de coordonnées, de 
trouver une formule qui exprime la distance en fonction des coor- 
données des deux points. 

Dans le cas du plan nous pouvons, entre tous les systèmes de 
coordonnées possibles, choisir par exemple : 


1° les coordonnées rectangulaires ; 

2° les coordonnées obliques ; 

3° les coordonnées polaires. 

Alors la géométrie nous enseigne que la distance ds entre deux 
points infiniment voisins est donnée par : 

ds? = dx? + dy? = dx? + 2 cos a. dx .dy + dy? = dr? + r? d 0° 
où «a est l’angle des deux axes obliques et 9 Pangle que fait le rayon 
polaire avec une direction prise comme axe d’origine. 


En prenant les coordonnées x! et x? nous pouvons écrire les for- 
mules suivantes : 


(4 a 1) Ein f ds? = (dx)? + (dx2)? 
(4—2).... ds? = (dx!) + 2 cos a dx! dx? + (dx°)° 
(4—3).... ds? = (dt)? + (x)? (dx?) 


De même (t) si x! représente sur la surface sphérique la latitude 
et x? la longitude : 


(4—4).... ds? = (dx) + cos? xt (dx?). 


(1) Coordonnées de À (&', x?) ; coordonnées de B («t+ 
dæ, x? + dx’). Dans le petit triangle sphérique ABC 
(fig. 4-1), on a : 

AB? = AC? + CB? 
AC = R cos x! dæ? ; CB = R dx’ 


D'où si R=1 ds? = (da)? + (cos at)? (da9? 
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Comment physiquement présumer de la nature d’un système de 
coordonnées ? 

On commence par faire un grand nombre de mesures du ds corres- 
pondant à deux points adjacents, puis on recherche laquelle des 
qualre formules s'adapte le mieux aux valeurs mesurées. 

Ayant évidemment le ds?, le procédé d'intégration nous permet 
d'évaluer une distance s. 

Si ds? satisfait à l’une des trois premières relations, l’espace est plan 
et s’il satisfait à la quatrième, l’espace est une surface sphérique. 

Il est clair que dans ce dernier cas, la plus courte distance d’un 
point à un autre en restant continuellement sur la surface, est un arc 
de grand cercle, car il nous est interdit de traverser la surface. 

Ce sont les mesures de haute topographie et de géodésie qui per- 
mirent de se rendre compte de la nature sphérique de notre terre. 


L'ensemble des quatre formules peut s'écrire sous la forme générale : 
ds Sga aa a dde a Ga (dE) 


Les coefficients 9,4; 9, el g,, sont des constantes ou des fonctions 
de xt et x? et caractérisent le système de coordonnées ainsi que la 
nature de l’espace (en l'occurrence plan ou sphère); ils peuvent être 
déterminés par des mesures physiques. 

Il est clair, comme le dit Eddington, que ce n’est pas un problème 
simple de reconnaître le genre d'espace d’après les valeurs des g, 

Il n’existe aucun caractère visible qui puisse nous suggérer la raison 
pour laquelle les trois premières formules se rapportent à un même 
genre d’espace et la quatrième à un genre différent. Ce sont les mathé- 
maticiens qui ont découvert le lien qui unit les trois formules. Les 
fonctions g satisfont à une certaine équation différentielle qui, chaque 
fois qu’elle se trouve vérifiée, indique que l’on se trouve en présence 
du même genre d’espace. 

Le mode d’exposition peut être généralisé et l’on peut admettre que 
dans un espace à n dimensions : 


(=ne deg OO) 9 de aia E r 
Igo di di 2ga MM E ar 2 gig da 
Faga de d F es o dE da 


EI Aana Ua da 
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Cette forme algébrique est quadratique (). 

Les coefficients g sont fonction des coordonnées. 

En physique () on situe un événement à laide de quatre coordon- 
nées +, y, z, Ł Le système de coordonnées étant arbitraire, elles ne 
peuvent intervenir directement dans le processus de la nature. Pour 
un événement isolé, un groupe de valeurs convient aussi bien qu'un 
autre, ce n’est que dans la considération des relations entre plusieurs 
événements que les coordonnées prennent une signification. Dans le 
cas de deux dimensions, si nous donnons les coordonnées x et y des 
différents points d’une figure plane (sommets d’un triangle, par 
exemple) nous en avons une description complète et nous pouvons la 
construire ; ces données sont cependant surabondantes car elles impli- 
quent un élément arbitraire, l'orientation des axes, qui est étranger 
à ces propriétés géométriques et que l’on doit laisser de côté. 

De même, notre description avec quatre coordonnées, contient un 
élément arbitraire analogue à l'orientation, et qui n’a rien de commun 
avec la configuration de l'Univers. Les relations liant deux à deux les 
différents événements et qui sont analogues à la distance, contiennent 
tout ce qui a rapport à l'Univers. 

Dans le cas des phénomènes physiques, faisant intervenir la qua- 
trième dimension, le temps, la distance élémentaire ou « intervalle » 
de deux points est donnée par l’expression : 


(4—6).... ds? = dx? + dy? + dz — dé. 


Le signe — devant dt est une question qui, au premier abord, décon- 
certe. Cependant, si au lieu du temps réel, porté sur un axe perpendi- 
culaire à chacun des trois autres axes x, y, z, on considère un temps jt 
imaginaire, la formule de l’intervaile ds? devient alors tout à fait 
symétrique. 

Les formules de transformation de Lorentz, qui correspondent à la 
réalité physique du monde dans lequel nous vivons, entraînent ladop- 
tion du signe négatif. 

En conformité avec la relativité d’'Eïinstein, adoptons l’hypothése 
fondamentale suivante : 


tout ce qui dans notre science expérimentale dépend de la situation 


(1) On appelle forme algébrique tout polynôme homogène algébrique quel qu’en 
soit le degré et quel que soit le nombre de variables. 

Les formes sont classées tout d’abord suivant leur degré. Elles sont linéaires, 
quadratiques, cubiques, ete., suivant qu’elles sont de degré 1, 2, 3. 

Ensuite, on distingue suivant le nombre de variables qu’elles renferment lorsque 
ce nombre est de 2, 8, 4, elles sont binaires, ternaires, quaternaires, etc. 

(€) Eddigton. Espace, temps, gravitation — partie théorique pages 1 et 2. 
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des événements est contenu dans la relation qui unit ces événements 
deux à deux. Cette relation est intervalle défini par ds?. 


Celte formule s’écrit en abrégé : 


t 


(4—7).... d2 = È E g, d dat 


dans laquelle il faudra successivement donner à i et à À toutes les 
valeurs 1, 2,3 ...n. 


$& 5. - COORDONNEES DE GAUSS 


a) Soit une surface quelconque ; proposons-nous de faire de la 
géométrie, en demeurant uniquement sur cette surface. Nous avons vu 
précédemment la façon d'opérer sur une surface sphérique (§ 2); 
il s’agit ici d’une généralisation de ce cas particulier 
(fig. 5-1). 

Soit un système d’axes trirectangles xt, x?, x? et 
supposons que l'équation de la surface S soit : 


(5 — 1) .... Frs ue, de) 0 


Considérons également deux autres fonctions Y et ọ 
des coordonnées : 


Fig. (5-1). 


(5 — 2)... u = ọ (xl, x?, £) el v = y (xt, x, x?) 


Si u et v sont des constantes, (5 — 2) représentent deux surfaces. 

Prenons la première équation en considération. Donnons à u diffé- 
rentes valeurs u!, ult, u™!, etc. On obtient ainsi une famille de surfaces 
qui coupent S suivant la famille de courbes u, U, Ug, etc. 

En opérant de la même façon avec les fonctions v on obtient sur S 
la famille de courbes, V}, D, ... 

Ces deux familles de courbes constituent un système de coordonnées 
de la surface S. Par un point M de celle-ci, on peut faire passer les 
deux courbes u et v, il suffit à cet effet de donner aux x des formules 
(5 - 2), les valeurs connues des coordonnées du point M dans le système 
d’axes trirectangles. 

En choisissant convenablement les fonctions ọ et y de manière à ce 
que deux lignes de coordonnées ne se coupent ordinairement qu'en 
un point dans le domaine spatial étudié, on réalise un système de 
coordonnées de Gauss : ainsi u, v, sont les coordonnées du point M. 

Il est possible de tirer des trois équations (5 — 1) et (5 — 2) les 
valeurs de x!, x?, x3 en fonction de u et v ; on aurait : 


(5 — 3)... r! = f (u, v) x? = fuv) =. (4,0) 
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Envisageons une courbe C dessinée sur la surface S. Si l’on connaît 
son équation dans le système d’axes trirectangles, l'application des 
formules (5 — 3) permet de la déterminer en coordonnées de Gauss, 
soit : 


CE LC =o0 


l'équation de C. 
Il est clair que les formules de transformation de coordonnées sont 
complexes ; elles peuvent ne plus être linéaires ni même algébriques. 


b) RECHERCHE DE L'ÉLÉMENT LINÉAIRE ds-. 


En différentiant les expressions (5 — 8), on a: 


9 x! à x! 
dal = du + du 
© IL QU 
N 2 2 
d L JL 
a S TEE de 
© ul Ov 
à 3 A D 
c KC VT O 
dxs = du + au 
© 11 CU 


En élevant au carré et en ajoutant on trouve : 


ds? = (dx)? + (dx)? + (dx)? = 


ED) 
e 
Se er 
ls. 54 
es 
Le 
Do 


INE 
SE 
5 | CU 


Le carré de l’élément linéaire est une forme algébrique bilinéaire 
quadratique de même forme que (4 — 7). 


Remarque importante. — Alors même que la surface S n’est pas 
développable, le ds? est une forme quadratique, et la métrique de la 
géométrie que l’on peut y développer diffère essentiellement de l’eucli- 
dienne. Ainsi, par exemple, sur une surface sphérique, la plus courte 
distance de deux points est un arc de grand cercle, et trois grands 
cercles qui se coupent deux à deux forment un triangle dont la somme 
des angles est supérieure à deux droits. 

Pour la surface S quelconque, la plus courte distance de deux points 
est la géodésique dont l'équation mathématique est définie en fonc- 
tion du ds par l’expression suivante : è | ds = 0 qui signifie que la 
variation de l'intégrale de ds est nulle, c’est-à-dire que de tous les 
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chemins infiniment voisins que l’on peut imaginer entre les deux 
points, celui choisi est le plus court ; c’est la géodésique. 

Deux surfaces sont applicables lorsqu'on peut les faire correspondre 
point par point. Ainsi, si nous envisageons une surface cylindrique, 
son déroulement peut se faire sur un plan ; cylindre et plan sont 
applicables. Il n’en est plus de même d’une surface sphérique qui ne 
peut être développée sans contraction, déchirure ou duplicature sur 
le plan. Dans des surfaces applicables, des arcs homologues ont 
toujours même longueur ; les propriétés métriques sont les mêmes. 

Ce qui permet la métrique est la forme quadratique, le ds? qui, 
d’une manière générale, a son fondement sur le produit scalaire de 
deux vecteurs. 


$ 6 


a) Les entités physiques absolues n’entrent pas directement dans 
nos équations mathématiques. Seules leurs mesures interviennent, et 
le nombre qui les exprime dépend des différents modes de détermi- 
nation. 

Dans toute équation générale, il convient de vérifier les dimensions 
(L, M, T) de chacun des termes. Les dimensions doivent être les 
mêmes de manière qu’un changement du système de mesure les 
modifie dans le même rapport. Du point de vue vectoriel, un change- 
ment d’unité correspond à un changement d'axes. 

Le calcul tensoriel qui est somme toute du calcul vectoriel géné- 
ralisé permet, par son symbolisme, d'indiquer de manière simple la 
définition qui a servi de base à la détermination de la grandeur envi- 
sagée. Ce symbolisme se réduit à un indice placé en haut ou en bas 
d'une composante dite alors composante contrevariante ou covariante 
et cet indice tient en quelque sorte lieu des symboles dimensionnels 
prérappelés. 

Ainsi, en mécanique, on peut définir une force comme étant le pro- 
duit de la masse par une accélération et la représenter par la relation 


vectorielle : F = mọ qui donne les composantes sur les axes F1 = m g. 
On peut aussi définir la force comme étant le quotient d’un travail 
=> d © 
par un déplacement dl soit : F = =T 
de la force s'écrivent F, ; le calcul permet leur évaluation. 
Les changements d’axes qui correspondent à des changements 
d'unités doivent satisfaire à la double condition que la valeur absolue 
de la force évaluée suivant le mode Fi ou F, reste inchangée. 


: dans ce cas, les composantes 


? ? 
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b) CHANGEMENT D’AXES DE COORDONNÉES. 


Comme il a été montré par les quelques considérations générales 
précédentes, on trouve souvent un intérêt, si pas une nécessité, à faire 
un changement de variables. 

Les formules de transformation sont bien connues ; clles expriment 
sous forme d'égalité les nouvelles variables en fonction des anciennes 
ou vice-versa. 

Soient n variables xt x2? ... a” qui se transforment en x! x? ... a”. 

Les formules de transformation qui permettent le passage des 
anciennes variables en les nouvelles sont : 


me fi (la... at) 
L = fi (Eh 24 a) 
an = fn (xl, x2... x”) 


On peut écrire en abrégé : 
(Ori xe = fE (xl, £2 ... X”) 
en faisant la convention que lindice k prend successivement les va- 
leurs 1, 2, 3 ..n. 

De même, si l’on désire passer du nouveau système en l’ancien, on a : 
(6 — 2) .... ai = fi (ti, à? ... x”) RS à 

Soit une fonction y (x!, x? ... x") écrite dans l’ancien système. Si l’on 
désire l’écrire dans le nouveau système, il suffit de remplacer les x” 
par leurs valeurs (6 — 2). On obtient alors : PE ...2). 

La fonction change de forme lorsque les formules de transforma- 
tion ne sont pas linéaires ; dans le cas général, w se transforme en Y. 


Remarquons que la substitution des x® dans (6—2) par (6— 1) 
donc identiquement x? = ri. 

c) Différentions les formules (6 — 1), on a une série d’équations 
algébriques : 


i: k IFE JEk afk 
E ee one lee. dus, de 
ax! IL? ox! dx" 
a: | r - 
== A dx: 
ax! 
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Faisons la convention suivante : 


Lorsqu'une sommation doit être faite par rapport à un indice qui 
se répète deux fois et qui doit prendre toutes les valeurs de 1 à n, on 
allège l’écriture en supprimant le signe de sommation ; l’indice répété 
est appelé indice muet, le ou les autres indices sont qualifiés de libres. 
Ainsi, dans (6 — 3), l’indice libre est k et l’indice muet est i, de sorte 


Sfk 
. r . + r . . eR of d 
que la différentielle dx” s'écrit simplement : dx = En dz’. 


Il n’y a pas d'inconvénient à remplacer f* par zë de sorte que : 


-e 2x" 
(6—4).... dé = = dri 
ax! 
l x" F NSE 
Les quotients a sont des coefficients constants si l'équation de 
JAL! 


transformation (6 — 1) est linéaire et peuvent être des fonctions des x 
si équation est plus compliquée. 

Dans un domaine infiniment petit, toutes les transformations sont 
linéaires. 


De même, la différentiation de (6 — 2) donne : 


(6—5).... dx? = 


Les dx représentent les projections sur les axes, d’un vecteur pp’ 
infiniment petit ; c’est l’accroissement arbitraire infiniment petit des 
coordonnées d’un point p lorsque celui-ci se déplace infiniment peu de 
p en p’. Les dx représentent dans le nouveau système d’axes les com- 


…— 
posantes du même vecteur pp’. 


d) Soient n fonctions quelconques : 
Al (xl, x2... x”) 


A? (xl, x? ... a) 


A? (xl, £2... x”) 
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données dans le système d’axes x qui deviennent : 


A (x ,æ ...x) 
A(x,x...x) 
fie es) 


dans le nouveau système d’axes x, les formules de transformations 
(6 — 1) et (6 — 2) étant connues. 

Si, lors du passage d’un système à l’autre, les fonctions se trans- 
forment suivant l’expression : 


A 


Tk 
E 6)e. gt °X A 


2 l 


——— 


qui est d’ailleurs identique comme forme à (6 — 4), les fonctions À 
sont des composantes contrevariantes d’un vecteur. 
De même, si l'opération de changement d’axes se fait en sens 
inverse, si les À se transforment suivant : 
dx 


(6—7).... At = ——; 4°, 
IX 


les À sont les composantes contrevariantes d’un vecteur. 


$ 7 
Soit une fonction quelconque S (xt, x? .. x") qui, lors d’un change- 
ment d’axes, par substitution des x (6— 2) se transforme en: 
S (xt, x2... x”) de telle façon que : 
es S (x) = S(x) ..…. 


S est appelé invariant ou scalaire. 


Le caractère essentiel d’un scalaire est d’être une fonction de points, 
sa valeur dépend uniquement du point p auquel il est attaché. Lorsque 
l’on passe d’un point p à un point p’, le taux de la variation conco- 
mitante de S dans la direction pp’, peut être envisagé comme un 
vecteur dirigé suivant pp’. 


— 


Différentions les deux membres de (7 — 1), on a dS = d5. 
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D'autre part : 


à, "R 
Cesana a ae a S dr 
2x" 2x 


+ Š . r . k a > 4 
Comme dxi est exprimé en fonction des dx ar (6 — 5), en rempla- 
P 


IS. 2x! GS 

C cI = = © z 

R E i 
Lt S dS = = dr 


cant dans (7 — 2) on obtient : d S = -— — 
| ox ag" OX 


En identifiant les coefficients des dx de même indice, il vient : 


aS ox! CS 
ext 5x" ax" 
oS ; : 
Dans cette expression, — est une certaine fonction des x que nous 
aS nes 
P . © . . 
pouvons écrire : A (xt, x? ... x”) et — une fonction des variables + 
x 
p . Tr he 2 Le e r r 
ue nous écrirons: À (x , x ... £"), de sorte que la relation précé- 
k 
dente devient : 
— Fa 
(roles Aie A 
k t aT R 
o 


Remarquons que la relation (7 — 3) diffère de (6 — 6). Cette transfor- 
mation est dite covariante et les fonctions À qui, lors d’un changement 
d’axes, se transforment suivant (7 — 3), sont dites les composantes 
covariantes d’un vecteur. 


IT est clair que la transformation de covariance est aussi exprimée 
par : 


k 
Ted eai As 
OX 

Les indices sont alors placés en dessous du symbole fonctionnel 
caractéristique. 

La covariance fait intervenir le fait que la fonction S est un inva- 
riant et qu’elle est définie indépendamment de tout changement daxes. 
OS 
dx" 
la direction x) suivant laxe i. 

Nous retrouvons la définition du gradient donnée au $ 2 dans le 
cas particulier de trois dimensions. 


est la composante du gradient de S (taux de variation de S dans 


S 6 


Les relations utilisées jusqu’à présent sont des relations algébriques 
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qui déterminent les modifications des diverses valeurs des composantes 
lors de changements d’axes. Pour obtenir des relations vectorielles, il 
faut faire intervenir les vecteurs de base Viconsidérés dans les diverses 
directions des axes de référence. 


7 Ai > > 
Si A est un vecteur de composantes At, on a: =O E 


pae 


y étant le vecieur unitaire pris dans la direction de À. 
Il y a simplification d’écriture à supprimer les flèches surmontant 


= . é . r 
les vecteurs y el il ny a aucune confusion possible, la lettre y étant 
utilisée uniquement avec la signification de vecteur unitaire. 


Un vecteur À est représenté par la somme géométrique À = Aid 

L'indice i de la composante de À suivant laxe des à aurait pu être 
placé en dessous, les calculs que nous allons faire restent les mêmes 
mais comme nos conclusions montrent que les composantes sont con- 
trevariantes autant de l'indiquer dès le début en n’attachant actuelle- 
ment aucune importance à la position de l’indice. 

Lors d’un changement d’axes, les composantes d’un même vecteur 
changent de valeur, de méme les y sont modifiés. 


A y k . A 1 
Pour connaître les nouvelles composantes A“, il faut connaître ies 


composantes « des nouveaux vecteurs de base ,* dans l’ancien système 
d'axes el réciproquement celles des anciens yt dans les nouveaux axes. 


Soient 
fo bleue pū a, ym et 
(O eray y = a y 


les formules de transformations linéaires qui font correspondre 
les » aux y. 

Les composantes œ s’obtiennent si dans les formules (6—1) et 
(6 — 2) on pose les x’ égaux à l’unité. 

Si, dans les équations (8 — 1) on remplace les valeurs de y par celles 
données par (8 — 2) on obtient les identités résumées par : 


i m i 


en posant Ea E 


. TT Tk - r Q Q r 
Puisque les vecteurs de base y et v” sont linéairement indépendants, 


Sh r TE $ Ai 4 y > 
v` ne peut égaler y sauf s'ils ont même direction, de sorte que ò = 0 


pour i £ ket ô, = 1 pour i= k ... (8—3). 
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A titre dexemple, considérons deux axes de références situés dans un 
; S 5 1 —2 | “ 
plan. Soient y? et ,? les vecteurs de base et, et , ceux qui résultent 
d'un changement d’axes connus. On a : 


=i t 2 2 ~2 I i 2 2 

(8 A 4) e.’ y = y + dy V y c Za V I Za Y 
et inversement, 

f = —2 —2 2 fi —2 —2 

(8 — 5) e... y = g, y -} en y ds == Lo Y ns dy y 


I 


d’où par remplacement : 


LE D o 2 — me 7 2 — 
EE on GC a aa) 


T2 =l 1 71 2 71 p L T2 2 72 
y =y (a, eA ae Lo a) -+ y (x, en -+ Lo 4) 
et l’on voit immédiatement que : 

E nE E en T 

ô = {pouri=k et ô, = 0 pouri +% k. 


=5 
Reprenons un vecteur À = Atyt + A? y2. Effectuons un changement 


—> —> 
d’axes qui n’altère ni la grandeur ni l'orientation de A, de sorte que À 


(8—6).... A—A', A y = A1, Ay 


exprime cette indépendance. Cette relation entraine deux groupes 
d'identités, par rapport à t et ,?, lorsque l’on y remplace les y par 
leur valeur tirée de (8 — 4). 


7)... A'=u A ta À A= AHA 
et inversement 
(8—8).... À'—4 AÀ' +, À° nain 


Si lors d’un changement d’axes, Alyt + À2,2 se transforme en 
At y! + A2y?, on dit que les variabies At et v, sont contregrédientes l’une 
de Pautre : yi se transforment par (8 — 4) tandis que les composantes 
Aî se transforment par (8 — 8), les coefficients « sont les mêmes que 
ceux des relations inverses (8 — 5) à cela près que les lignes sont chan- 
gées en colonnes et vice-versa. Les composantes At sont contreva- 
riantes, elles se comportent lors d’un changement d’axes d’une façon 
contregrédiente à celle des vecteurs de base. 

Au contraire, les composantes covariantes À, se transforment de la 
même manière que les vecteurs de base. 

L'indice inférieur indique la covariance et l’indice supérieur indique 
la contrevariance. 


LA 
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$ 9. - DEFINITION DU TENSEUR 


Considérons un système de n? fonctions de x, soit l’une quelconque 
de ces fonctions : A™ (œil, x2 ... x"). 

Les indices sont supérieurs ; nous dirons que ces fonctions À” 
sont les composantes deux fois contrevariantes d’un tenseur du second 
ordre, si, lors d’un changement d’axes, elles se transforment suivant 
la formule : 
ex x 


mik 


(G jen AE — A” 


De même, les A „ sont les composantes deux fois covariantes d’un 
tenseur du second ordre si la transformation se fait suivant : 


= DL 
(9— 2).... A, nee 
: dx IL 
xl l f | 
Les À sont les composantes une fois contrevariante et une fois 
covariante d’un tenseur du second ordre si la transformation est telle 
que : 


CE) À 


Un tenseur du second ordre est simplement un ensemble de nr? 
fonctions répondant à l’une des trois définitions précédentes. 

On peut généraliser. 

Un tenseur d’ordre p, r fois contrevariant et s fois covariant 
(p = r + s$) est un ensemble de n? fonctions de (x1, x? ... x”) si la trans- 
formation s’effectue suivant les règles déduites des cas précédents. 
Ainsi : A” est un tenseur d'ordre 5,3 fois contrevariant et 2 fois 
covariant si, lors d’un changement d’axes : 


A TA a ] q k vd D AnS 
4? de __ À Im ee E cI 0x dX 
x dx? Ix? 9x! 2x" 


Un tenseur du premier ordre est un vecteur, et un tenseur d’erdre 
zéro, un scalaire ou un invariant. 

Dans le langage courant, on dit souvent qu’un tenseur est covariant 
ou contrévariant, au lieu de dire plus précisément que ce sont les com- 
posantes de ce tenseur qui sont covariantes ou contrevariantes. 

Les composantes sont des nombres que l’on peut disposer sous 
forme de tableaux. Ainsi, par exemple, un vecteur (tenseur de pre- 
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mier ordre) possède autant de composantes qu’il y a d’axes de réfé- 
rence. En géométrie tridimensionnelle, un vecteur est représenté par 
une colonne ou ligne de trois compo- 
santes suivant que les composantes 


rs 
A’ | À” A° Ai sont covariantes ou contrevariantes. 
Les composantes d’un tenseur du 
As second ordre sont groupées dans un 
À tableau de neuf composantes. La posi- 


| 


tion des indices affectant chacune des 
lettres d’une case indique la cova- 
riance (dans l’exemple choisi) ou la contrevariance des composantes. 
Il ne peut plus être question que les 
colonnes ou les lignes indiquent la cova- 


À. À, A 19 b s 2 2 
riance ou la contrevariance puisque les deux 

~] indices ik affectent les deux côtés du carré. 

À; = Asn | Aas | An; Le tenseur de troisième ordre donnerait 
un tableau cubique, etc. Le tenseur conjugué 

As | Az | A; de A „ est obtenu en intervertissant les 


lignes et les colonnes. 


$ 10. - ALGEBRE TENSORIELLE 
a) ADDITION. 


On ne peut additionner que des tenseurs de même ordre et de même 
nature. L’addition est très simple. 


(10 — 1).... Ae + Dir = Ci, 


On additionne toutes les composantes de mêmes indices et on 
obtient les composantes du tenseur somme. 

Dans un exemple numérique, les composantes sont représentées par 
des nombres. L’addition de deux tenseurs du second ordre (dans deux 
dimensions) donne : 


b) MULTIPLICATION. 


On multiplie chacune des composantes de l’un des tenseurs, par 
toutes les composantes de l’autre tenseur. 


O2 
C1 
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(10 = 2) sit AE. B” == CF m 
Le tenseur résultant est d'ordre p, + p,.(r, + r,) fois contrevariant 


et (s, + s.) fois covariant. 


Exemple : Composantes provenant de la multiplication de deux vec- 
teurs Aï. Br = Ci 


NA 
l 


21 6 15 
; k 28 8 20 
3 | A | 8 [vx 17 1!21!85 |] 56 | 16 | 40 
i k N 
k 
3 | 4 | 8 x 1 24 28 | 56 
2 | _| 6 | 8 | 16 
Ai b; zS C, 
5 15 | 20 40 


Cas particuliers de la multiplication. 


1° Soient deux vecteurs de même indice, l’un supérieur et l'autre 
inférieur, At et B. à multiplier l’un par l’autre ; par définition, le résul- 
tat est un scalaire At B, = S (il correspond au tenseur contracté) 


= 91 + 8 + 40 = 69 


w 
p 
ya 

2 

Wo 


Që 


2° Soient deux tenseurs ayant un indice répété À, et B,, et effec- 
tuons-en la multiplication. Puisque Pindice k est muet, le tableau des 
composantes sera du second ordre, c’est-à-dire un carré ; il s'ensuit 
une contraction qui est faite tout naturellement en effectuant la multi- 
plication comme s’il s'agissait de déterminants. 
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À, i D = Ci 
J 
: | 
41 |403] 63 
__ | 49 | 42| 57) 
66 | 131 | 105 


En mettant deux flèches comme il est indiqué, on multiplie chaque 
ligne de À par chaque colonne de B en suivant les flèches. 


Le produit d’une ligne par une colonne est placé dans la case corres- 
pondante de C, = À,,B.. 


Exemple : Le produit de la 1'° ligne de À avec la 2° colonne de B 
donne 9.9 + 2.7 + 4.2 = 103 placé dans la case 1" ligne, 2° colonne. 


Remarquons que la position des indices définit la règle de la multi- 


plication, ainsi À, .B, = C, correspond à la multiplication colonne 


par colonne. 


NE ie 

Į k > 
9 9 G] 104] 75 
AE Me E oe 
s | 7 58 | 88) 85 


On se rend compte que les indices ne peuvent, en aucune façon, être 
changés de place. 


3° Division. 


Etant donné un tenseur de second ordre Z „ nous pouvons êlre 


1 
amenés à considérer son inverse -— = Yi, Seul le tenseur de second 


ik 
ordre peut être envisagé comme un diviseur (voir théorie des déter- 
minants). 
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A D G 
Pour obtenir l'inverse a E 
changeons les colonnes | g E H 
et les lignes. 


C | I K 


Chaque composante est remplacée par son mineur divisé par De égal 
au déterminant de Z,. Chaque composante est alors affectée alterna- 
tivement du signe plus et moins. 


os meer 


EK — FH | HC — BK BF —-EC 
De De De 


yu _ |F- DK |AK -GC | DC- AF 
De De De 

DH —GE GB-AH AE DB] 
De = De De | 


c) CONTRACTION. 


Si on considère toutes les composantes Qun tenseur, il est possible 
de constituer un nouvel ensemble de composantes en ne CHOISISSANT 
que les composantes pour lesquelles il y a répétition d’un indice supé- 
rieur ou inférieur ; on obtient alors un nouveau tenseur dont l’ordre 
est abaissé de deux unités. 


s k ea 
Parmi toutes les composantes a d’un tenseur du quatrième ordre, 


il s’en trouvera d'expression a En vertu de la convention de som- 
mation, m est l'indice muet par rapport auquel la sommation doit être 
faite ; si elle est effectuée, on obtient un certain tableau 4° qui sont 
les composantes d’un tenseur du second ordre, dont chaque terme est 
une somme de n composantes d’un tenseur initial ; le tenseur ainsi 
formé est d'ordre 4 — 2 = 2. 

La contraction peut être faile suivant n'importe quel indice et peut 
aussi être faite plusieurs fois successivement. Suivant l’ordre impair 
ou pair du tenseur de départ, on arrive après plusieurs contractions 
soit à un vecteur ou tenseur d'ordre un, soit à un scalaire ou tenseur 
d'ordre nul. 
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En considérant l’exemple numérique précédent relatif au produit 
vectoriel A? B, la contraction donne lé scalaire 21 + 8 + 40 = 69. 


$ 11. - PROPRIETE ESSENTIELLE DES TENSEURS ASSOCIES 


Soit un tenseur d’ordre p donné par ses n?” composantes r fois con- 
trevariantes et s fois covariantes, comme par exemple À 


Choisissons un tenseur absolument quelconque du même ordre p 


muy 


mais r fois covariant et s fois contrevariant, soit par exemple a, 


Multiplions les deux tenseurs l’un par lautre; nous aurons un 
tenseur d'ordre 2 p : 


CAES D Re a. 4: 


Puisque la contraction abaisse de deux unités l’ordre du tenseur, 
p contractions successives sont possibles. Dans l’exemple choisi, trois 
contractions peuvent être faités ; effectuons-les ; (11 — 1) donne nais- 
sance à : 


Eeee a A; 


qui est l’expression d’une grandeur scalaire invariante lors d’un chan- 
gement d’axes. 


Cette propriété se déduit immédiatement. Construisons la forme 
a! a par définition, lors d’un changement d’axes elle se transforme 


en : 
Sun ga LE aLd Aa LD anM = q 
—ed “7b a or © c£ Et x 
Ce A4 — ‘ D" TA a nq A o` e Vel 
EE, EXT CE SL OT os 
| — b 
2x O 


Considérons le groupe = , il est égal à 1 pour 0 = à et s'an- 


2x IL 
nule pour o Æ i. On le représente par ô sous entendu que : 
7 0 


1 pour o = i 
S 
0 x s 
0 pour o Æ ï 
Cette condition algébrique sélectionne les composantes du tenseur 
contracté. 


Il en est de même des deux autres groupes de quotients différentiels 


de telle sorte que : ag! 4°, = a À ce qui est bien un invariant. 
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$ 12. - TENSEUR METRIQUE 


Jusqu'à présent, nous n’avons rencontré que des relations et des 
opérations effectuées sur les différentes composantes d’un tenseur. 

Comme ces opérations sont appliquées à des phénomènes physiques 
qui sont des invariants, c’est-à-dire indépendants du choix des coor- 
données et des unités de mesures, il faut que, lors d’un changement 
d’axes, compte soit tenu de la nature de l’espace dans lequel on tra- 
vaille. 

L'hypothèse fondamentale ďd’Einsten (4 — 7), doit intervenir ; il est 
nécessaire ďexprimer la grandeur de lintervalle qui est invariant en 
utilisant les g, qui sont les composantes du tenseur métrique. 

Avec la convention de sommation, ds? prend la forme ds? = g dx'dx*. 

Les g, sont, soit des constantes, soit des fonctions de x ; pour avoir 
invariance de ds*, les g, sont les composantes d’un tenseur deux fois 
covariant puisque les dx sont contrevariants. 

Le tenseur g, est le tenseur métrique ; c’est lui qui permet de faire 
une mesure. 

La somme de tous les termes du tableau des q.. exprime le carré 
de la longueur d’un vecteur, dont les n composantes sont l'unité dans 
le système d’axes adoptés. 

De manière à préciser les notions acquises dans 
le plan défini par les deux vecteurs de base y! et y? 
supposés issus d’un même point 0 (fig. 12 — 1), 
considérons le vecteur OP ; l’angle déterminé par 
v! et v? est 6 ; les deux composantes de OP sont:  o Pi P 


4 


OP1 = A! et OP? = A?, ona: OP = ALGER. A2 Fig. (12-1). 
et évidemment : 


(12 — 1)... s? = | OP P = At At + At A? cos (y! v?) 
+ A? At cos (7y) + A? A? = g ATAF 
avec le tableau suivant pour les g, : 
Nk 1 2 
| 1 | cos D 
Ce RT 


9 En 1 


Les composantes At et A? envisagées sont les composantes contre- 
variantes du vecteur OP, ce sont celles auxquelles nous sommes 
habitués. 


40 ÉLECTRICITÉ THÉORIQUE 


Montrons que les g, sont les composantes d’un tenseur deux fois 
covariant (fig. 12-2). 
Soit deux axes obliques faisant entre eux un 
angle 0. Le carré de la distance élémentaire est 
A . Es mi k 
donné par : ds? = g „dxi dx”. 
Changeons d’axes et passons des axes æ aux 


axes gx en conservant la même origine. Les coor- 

r ; TR. TD , : 
Fig. 12-2). données de P sont x}, x? et xt, x? dans l’ancien 
et le nouveau système. 


x'sin (0 — a) + x sin (0 — o) 


xl = 
sin 6 

~f L] 7-9 L] 

Æ Sin a + z” sin à 
xr? S ae a a a a 

sın 0 
ou 
—  — xt sin a’ + x? sin (8 — o’) 
T e  —" 
sin (a — o) 

e xt sina — x? sin (0 — «a ) 
E 


sin (a — o’) 

par suite, en différentiant : 

\ Sin 0 dat = dx! sin (0 — a) + dx sin (0 — a’) 
CRÉES PR 
Sin 0 dx? = dx sin a + dx sin v 

Dans l’ancien système : 
ds? = (1) (dx)? + (2 cos 0) dx! dx? + (1) (dx?)? 
en remplaçant les dx et en posant que 0 = œ — a on trouve : 
ds = (1) (dx)? + (2 cos 0) de dæ + (1) (dx)? =g, dx da" 

et pour g, on obtient le tableau : 


1 cos 0 
(12 — 4)... 
cos0 | 4 
On arrive au même tableau en partant de s? = g „ À! AF et en 


remplaçant les anciennes composantes par les nouvelles surlignées. 
Montrons que si g, est un tenseur deux fois covariant, soit : 


l m 


— OX 
Le T Jim mea . a , on retrouve en partant des Jon le tableau (12 — 4). 
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L'application de la formule précédente donne : 


= ox! ox! : ox! Ix? ox? dx! ox 
Pire Jis Z5 ` 2 : : 
Ix Ix IL IL IL dx 0x ƏL 


LV 


ou en remplaçant les quotients différentiels par leur expression tirée 
de (12 — 3), on a : g, = 1; on trouve de même : 


— — 


Ja = 1 et 9, = Jo = cos 0. 
$ 13 


Pouvons-nous concevoir d’autres composantes ? 
Nous pouvons envisager les projections orthogonales du vecteur OP 
sur les directions des vecteurs de base; ce sont les composantes 


covariantes OP, = À, et OP, = À.. 
xprimons la distance OP = s en fonction des composantes cova- 


riantes. Géométriquement on a : 

(13 — 1) .... ASA Agos 0: «ét A, AA cos 0 

ou encore : sin? 0.At = A; —A4,cos0 et sin?0. A? = A, — A. cos 
en remplaçant At et A? dans s? = g,, At AF, il vient : 


1 
— 2A,AÀ4,c0s0 ——— + À,A, 
z sin” 0 22 


A en —_— 
1 sin? 0 sin? 0 


Cette équation est tout à fait analogue à (12 — 1); on peut lui donner 
la forme : 


(13 — 2)... sS = g” A A 
où les composantes des g forment le tableau suivant : 
Ni 
k 
1 cos 0 
sin? 0 sin? 0 
(13 — 8)... 
cos 0 1 
=- sin?6 sin? 0 


Il est évident que s? dans les formules (12 — 1) et (13 — 2) représente 
le carré du module de la distance OP, et de plus, lors d’un changement 
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d’axes, cette grandeur reste invariante. Recherchons les relations qui 
existent entre les composantes covariantes et contrevariantes. Ce sont 
les formules (13 — 1) qui s’écrivent autrement en vertu du tableau 
(12 — 2) : 
= 2 e 1 2 
A, = A! + A? cos 0 = g Át + gp 


A, = À? + At cos 0 = g,, Àt + g., À? 


ja 


12 


ou plus généralement : 
e = k 
(13 — 4)... À, =g, „å 
Il en est de même pour la transformation inverse : 
2 S! 
(13 — 5)... At = g™* À, 


Comment obtient-on les g en partant des g, ? 

On forme les mineurs respectifs du déterminant constitué par les 
nombres qui représentent les composantes du tenseur g „, et on les 
divise par la valeur de ce déterminant ; chaque composante est alors 
alternativement affectée du signe + ou —. 


La valeur du déterminant g, est : 


1 cos ð 
= 1 — cos? 0 = sin? 9 
cos ® 1 
D'où : 
1 Mineur g, — cos 8 
Oo} = 
g" ER : 5 . g” = S e  — 2 = RE EE 5 etc . 
sin” rminant g. sin” 
0 Determinant g, 0 


Si les composantes contrevariantes ou covariantes sont connues 
ainsi que g, nous pouvons trouver la valeur de 5°. 

Supposons maintenant que l’une des composantes données soit 
contrevariante et Pautre covariante. 


l | z D RETES a PEET 
Puisque : s? = g, AtA® et que A't = gï A, $ = g, g4, A 


J 
1 pour jJ = K 
Or: g, -g7 = à, = 


Í 0 pour j Æ Kk 


à ; Re Ars j k 
de sorte que l’on peut écrire : s? = gj A,A 
ou encore pour uniformiser : 


(13 — 6).... = \g AA" 
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avec g,’ donné par le tableau : 


Né 
NES 


1 | o 
NE SE 
0 l 
L'expression (13 — 6) s'écrit avec évidence : s? = A A’. 


Il est donc possible d’obtenir le carré de la distance de deux points 
en partant de trois genres de données différentes ; on connaît les 
composantes contrevariantes, les composantes covariantes, ou Pune 
des deux composantes covariante et l’autre contrevariante. À chacun 
de ces procédés correspond un tenseur métrique g,, g™, g} parfaite- 
ment déterminé. 

La généralisation n'offre aucune difficulté, nous n’avons considéré 
ici que le plan ; į et k ne pouvaient prendre que des valeurs 1 ou 2 ; 
dans un espace multidimensionnel les différents indices prendront 
toutes les valeurs de 1 à n. De sorte que nous pouvons écrire : 


(to). a s2 — Jy, Ai AE = g} Aii = gë AtA 


La multiplication par un tenseur métrique, formules (13 — 4) et 
(13 — 5), d’une composante, permet d’en changer la nature ; le tenseur 
métrique est un opérateur qui effectue le passage de la covariance 
à la contrevariance et réciproquement. 


Remarque. — La question qui se pose est alors de savoir si ces 
différents genres de composantes ne sont que des êtres mathématiques 
ou s'ils correspondent à la réalité. 

Beaucoup de quantités physiques se représentent vectoriellement et 
dans l’exemple mécanique de la force, des composantes ont un sens 
précis ; il est néanmoins possible de se trouver dans des cas plus 
abstraits. 

Nous pouvons choisir, soit la définition F = masse X accélération, 
soit F = travail : déplacement. Masse et travail sont des grandeurs 
scalaires et invariantes lorsque l’on passe d’un système à l’autre ; 
Paccélération et le déplacement sont de nature vectorielle. Il est 
évident que la première définition donne pour F un vecteur contre- 
variant, l’accélération se modifiant lors d’un changement d’axes comme 
les vecteurs de base (contrevariants) tandis que par définition, le 
travail étant égal au produit de la force par la projection orthogonale 
du déplacement, cette définition introduit la covariance. 
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Il paraît logique de préférer la première définition chaque fois que 
l'application d’une force détermine un mouvement et de conserver la 
seconde pour les actions à distance, comme par exemple les forces 
newtoniennes. Cette dernière façon de procéder indique que la force 
est obtenue par la dérivation spatiale d’un scalaire (travail) dont il 
suffit seulement de connaître la variation dans le domaine avoisinant 
le point étudié. 


$ 14. - PRODUIT DE DEUX VECTEURS 


Soit deux vecteurs de composantes Ai et Br. Le produit extérieur 
de deux vecteurs : At Be = Ci! est un tenseur de second ordre deux 
fois contrevariant si les deux composantes sont les composantes 
contrevariantes des vecteurs donnés. 

On peut cependant changer la nature de l’une des composantes, 
de B par exemple, par la multiplication par le tenseur métrique. 


On aurait : 
k — 

9x B g B, 

d a . i k rx i Eu è 

d’où : g,, A BF = AîB, = C} 

En contractant ce dernier tenseur on a un invariant : 

g A? Br = AiB, = Ci 
ik A À 


Le produit scalaire de deux vecteurs est A? B 
On aurait également avec évidence : 


Ja £ DBF D gA, B, r g’, À, B” = AiB 


i . 


La condition d’orthogonalité de deux vecteurs est donc AtB, = 0. 
Le carré de la grandeur d’un vecteur est : AtA, = s3? = g,, 4AF. 


$ 15. - TENSEURS SYMETRIQUES 


Un tenseur est dit symétrique par rapport à deux indices contre- 
variants lorsqu'ils peuvent être intervertis. AY! = Afk, I] est dit symé- 
trique gauche lorsque : A = — AjKk, 

La règle est évidemment la même pour les indices covariantis. 


§ 16. - ANALYSE TENSORIELLE 


Si en tout point d’une multiplicité ponctuelle se trouve attaché un 
tenseur on a un champ de tenseurs : l'analyse tensorielle est l’étude 
des champs de tenseurs. 


Hypothèse fondamentale. — Les g, sont des constantes et les for- 
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mules de transformation sont linéaires. Soit un tenseur quelconque, 
comme exemple prenons un tenseur d'ordre trois, une fois contreva- 


riant et deux fois covariant, A attaché au point p de coordonnées 
xt, x?, ... X”). Lorsque l’on passe de p à p’ infiniment voisin, À se 
modifie ; cherchons ses dérivées partielles. 

Par définition le tenseur : 


k 74 0 c 
4j = À, 


par conséquent : 


ee né ee maae 


xL nq a J 


i 


~ 


Le second terme du second membre est nul puisque 
A 
constants. B 


etc., sont 


D'autre part : 


a 2x 0 x 
de sorte que : 
k a Go —; = k — 
© Ai: A es SR E og" 
e e Aa ES l 
2 x 2x 2x 2x 2x 2 x 


ce qui montre que la dérivée est un tenseur d'ordre quatre, une fois 
de plus covariant que le tenseur de départ. 


k 
2 À 
C ? R 
On a donc : — t pë 
è 20 itj 


D’une manière générale un champ de tenseurs d’ordre p donne 
naissance par dérivation à un champ de tenseurs d’ordre p + 1, d’une 
covariance supplémentaire. 


CAS PARTICULIER. 


Si une grandeur scalaire est attachée au point P, on a un champ 
scalaire (tenseur d’ordre zéro). Par dérivation du scalaire fonction 
des x on a un champ vectoriel. 

Il est possible de donner à la dérivation une forme symbolique. 


o d g 


Si Pon considère = comme des composantes 


Li ean 
C ETE d) covariantes d’un vecteur d, on peut écrire que les com- 
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posantes du tenseur dérivé sont obtenues par la multiplication du ten- 
seur par le vecteur opérateur d. 


Ainsi donc: d AXE = BK . 
m àil i im 

Cette considération nous reporte au $ 3 où le vecteur opérateur a été 
introduit sans démonstration. 

Ce qui vient d’être vu du calcul tensoriel nous permet de traiter en 
application létude des champs dérivant des scalaires. Nous représen- 
terons un ou plusieurs champs scalaires indépendamment de la façon 
dont ces scalaires ont été créés. 

Nous étudierons les propriétés des champs comme étant des pro- 
priétés géométriques et ultérieurement nous envisagerons l’origine 
des champs scalaires électriques, magnétiques et électro-magnétiques; 
c’est l’ordre naturel des divers chapitres ; il faut recourir à l’expé- 
rience pour déterminer les champs scalaires qui proviennent de l’une 
des trois causes prérappelées. 


$ 17. - ETUDE DES CHAMPS DERIVANT D'UN SCALAIRE 


Si une grandeur scalaire S, fonction de xt x", ... x", est attachée en 
chaque point d’un domaine à n dimensions, on a un champ scalaire. 
Cette fonction de x peut être quelconque à la seule condition d’être 
continue. On peut se représenter un champ scalaire comme étant une 
série d'étiquettes attachées en chaque point et sur lesquelles la gran- 
deur de ce scalaire est inscrite. La figure (17 — 1) en est un exemple 


TT 


K 


R 


o EE E 


./8 O /@ /8 
e /@ /6) 


/ 


Æ GD ©. ,® 


À o A ie 2 


TZ 


i 
x 


11 


Fig. (17-1). 
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dans un domaine bidimensionnel dont les axes xi et x”? font entre eux 
un angle 6. 

Dans ce domaine, comment peut-on faire apparaître un champ 
vectoriel ? 

A cel effet, il suffit de considérer la variation de la grandeur scalaire, 
dans une direction quelconque ; évidemment, c’est la direction qui 


impose la notion de grandeur dirigée, TI est un vecteur. 


OS 


est la variation du scalaire dans la direction de 


En particulier, 


cui 
l'axe xi et elle peut être regardée comme la projection orthogonale 


— 
d’un vecteur À sur l’axe xi. 
A ni 


La 


En effet, par définilion, d S = dxi avec la convenlion de somma- 


et 
tion par rapport à l'indice muet. 
dS coSs dr 


A =. . Cette relation est algébrique ; pour passer à 
di cxi dl 
une relation vectorielle, remarquons que dxi = dl cos (dl, xi), par 
` Sr 
suite est bien la projection orthogonale de A sur laxe æ. 


o 
—> . , + 9 
Le vecteur A est aussi appelé gradient de S et lon pose: 


À = — srad S pour indiquer que À est dirigé dans le sens des S dé- 
croissants. 

Dans le champ scalaire présenté antérieurement, le point de coor- 
données (8 — 3) est un point singulier. 

En ce point, se trouve disposée la source génératrice du scalaire qui 
détermine S = f (x1, x2, ... x"). Ce point est un point singulier, la fonc- 
tion peut y prendre une valeur infiniment grande ; entourons-le d’un 
cercle hachuré d’un rayon infiniment petit qui limite le domaine dans 
lequel nous ne pouvons pénétrer sans rompre la notion de continuité 
de la fonction S. 

Au point a, de coordonnées (3 — 6), l'étiquette correspondante porte 
la valeur S = 9,7. Dans la direction x’ le scalaire varie ; pour trouver 
cette variation, étudions ce qui se passe aux points antérieur et posté- 
rieur distants de lunité ; pour (4— 6), S = 11,6 et pour (2 — 6), 
S = 8,33, de sorte que, passant du point précédent au suivant, le taux 
de la variation de S par rapport à + est : 

DK = 
Pa 0 11,6 — 8,33 = 1.65. 


i ow 2 
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J 


[es 


Nous supposons que dans ce domaine de varialion, Tr reste cons- 
(0 


tant ; nous choisissons la valeur moyenne pour exprimer la valeur 
de À, au point a. 
À, est un vecteur d'amplitude 1,65 dirigé vers les $ décroissants. 


: 2S 9,59 — 9,59 
Dans la direction x, la variation A, = = = —— — 
č č OX 2 
De même, dans une direction quelconque du point 3,6 vers le 
point 1,7 distants de 1,75 unité de longueur, la grandeur de À est don- 


née par : 


à aS 14,6 — 7,24 sig 
RC 
Le vecteur À d'amplitude 2,06 est tracé dans cette direction avec le 
sens indiqué à l’échelle sur la figure. C’est précisément dans cette direc- 


tion que À a la plus grande valeur ; À est l’intensité du champ au 
point a considéré. Aux erreurs de calcul près, provenant du fait que la 
valeur moyenne de la variation du scalaire dans un domaine entou- 
rani le point p considéré est prise comme étant la valeur correcte de la 
dérivée spatiale de S au point p, la figure (17 — 1) montre que 


À, = À, cos (l, æi) et À, => À, cos (l, x). 


Le même processus de calcul peut être refait en chacun des points 
du domaine et la figure (17 — 2) est une image du champ vectoriel qui 
dérive du champ scalaire représenté initialement. 


8 9 40 at € 


7 
Fig. (17 - 2). 


ÉLÉMENTS D'ANALYSE VECTORIELLE ET TENSORIELLE 49 


Les vecteurs A semblent issus radialement du point singulier et les 
surfaces équiscalaires sont des circonférences ayant ce point comme 
centre; ces surfaces equiscalaires sont indiquées en pointillé. 


Peut-on à nouveau, par un processus analogue, envisager un autre 
champ en étudiant le comportement des variations des composantes À, 
suivant les axes ? 


Dans le cas particulier où les formules de transformation des coor- 
données sont linéaires, ces variations peuvent être envisagées ; ainsi 
sur la même figure (17 — 1) on trouve : 


Ai (11 — 8,33) — (11,6 — 8,1 
el = > 
I Lk 4 
k 11 — 11,6) — (8,33 — 8,1) 
de même e = a on. 0,2 
DCE 4 
SAn 9 — 9,7) — (9,7 — 9) 
4, = — 


3 xE Le. 4 


En partant du scalaire, et en étudiant les variations de S, on arrive 
à envisager plusieurs groupes de grandeurs toutes attachées en un 
même point quelconque. 


En a, (3 — 6), se trouvent successivement attachés : 1° le gradient $ 


de valeur (9,7); 2° le vecteur À = — grad S, dont les deux composantes 
covariantes sont A, = 1,65 À, = 0 ; 3° le tenseur deux fois covariant 


. . —> 
provenant des variations de A dont les composantes sont : 0,465, 0,2, 
0,35 ; en résumé, les trois grandeurs envisagées attachées au point a 
s'écrivent sous forme de tableaux des composantes : 


On pourrait continuer en envisageant les variations des composantes 
du tenseur, etc. 


Ce n’est pas le seul exemple intéressant. 
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Considérons à nouveau un autre champ scalaire (fig. 17 — 3). 


k 
*/ B /e /© / 2 
© /e F © /@ 


. A , 0 are 
Au point a de mêmes coordonnées, le gradient À = — grad S se 
trouve indiqué ainsi que le tenseur correspondant ; le tableau résu- 
mant les différentes grandeurs au point a est : 


Dans ce cas, les vecteurs À sont dirigés autour du point singulier et 
les lignes équi-gradientes sont disposées radialement. Il y a inversion 
entre les lignes équi-gradientes et les lignes de force dans les deux 
exemples traités (fig. 17 — 4). On arrive au même résultat dans l’étude 
physique des champs en étudiant directement l’action des divers 
agents disposés au point singulier. En substituant un champ scalaire 
à l’action de ces agents, on en laisse de côté la nature et, pour un 
domaine déterminé, point n’est besoin Qen connaître la situation vis- 
à-vis de agent. 
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xf 


Fig. (17 - 4). 


$ 18. - PROPRIETES DES CHAMPS 
Soit un champ de vecteurs déterminé en tous points d’un domaine 
par la condition À = — srad S. L'intégrale de ligne prise entre les 
limites a et b, c’est-à-dire i A, dx = f À dl cos (À, dD = [i (A xdb)... 


(18 — 1) représente le travail effectué par les forces du champ lorsque 
le point ď’application de la force se déplace de a en b. 


eS 


Or, A = — T d'où, intégrale de ligne se transforme en : 
le 
b dS b 
-f d=- dS = S, — S,... 18-2) 
a d l eit : 


et elle est égale à la valeur de la grandeur scalaire au point initial 
diminuée de la grandeur scalaire au point d'arrivée. La quantité sous 
le signe intégral est une différentielle totale exacte. 


-> Q x CL 
Les composantes du vecteur À satisfont évidemment à la condition 


cA. cA 
d’intégrabilité îi —— 1 ,,,(18—3); cette condition prend la forme 
ğ axe ri 
3 S 2S z$ 
9. . r À LS 
de l'identité : ——-—. = . Dans ce cas, le champ du vecteur À 


` Jxk Jai Qai axă 
est dit irrotationnel. 
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En choisissant un troisième axe x’ suivant lequel les valeurs des 
grandeurs scalaires sont reportées, on obtient une image intéressante 
du champ sur lequel se lisent les diverses propriétés. Dans cet espace 
à 2 + 1 dimensions, f (x$, x", x!) = 0 est une surface gauche : d’où lem- 
ploi des coordonnées de Gauss. 

Le long d’un contour fermé a b c d, par exemple, l'intégrale de ligne 
A dx est évidemment nulle. Par tour, la variation du scalaire est nulle 
(Hg. 18 — 1). Cette propriété est indépendante de la forme et de la posi- 


Fig. (18-1). 


lion du contour fermé dans le plan qx’ x". Physiquement, les champs 
électriques et magnétiques rentrent dans la catégorie des champs étu- 
diés ; une masse électrique ou magnétique est supposée placée au 
point singulier (9 — 3). 

Un être à deux dimensions (poissons plats d’'Eddigton) assujetti à se 
déplacer sur la surface gauche ne se rendrait aucun compte de la deux 
plus unième dimension, c’est-à-dire du gauchissement ; il éprouverait 
une difficulté pour aller de a en b, de b en c, parce qu’il monte, mais 
en revanche, il récupérerait l’énergie dépensée lors du trajet c d a. 

S'il effectuait le parcours a’ bD’ c’ d’, entourant le point singulier, il 
pourrait éprouver des difficultés plus grandes, mais partant du point a’ 
pour y revenir, il n’a, au total, dépensé aucun travail. 

Pour aller plus loin, considérons un vecteur covariant donné ; lors 
d’un changement d’axes, les composants satisfont à la formule 

=A açi 


A = —— À 


E k ; 
C dx l 


ee) 
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(On pourrait choisir un vecteur contrevariant). En différentiant cette 
expression, On a : 


Fri axi 
Gadji dā = 2 dA, + A d5 
mn dy" v (3 22" 


Cette relation montre clairement que les dérivées partielles d’un 
vecteur ne fournissent pas les composantes d’un vecteur, soit d’un 


D pi 


= Q'et 


tenseur de premier ordre ; pour que cela soit, il faut que d an 
on se trouve dans ce cas lorsque les formules de transformations des 
axes sont linéaires. 

Cest précisément à ce cas particulier que se rapportent les figures 
(17 — 1) et (17 — 3) et les considérations émises jusqu’à présent. 

Dans le cas général, le champ est plus compliqué. 

Pour cette étude, considérons n fonctions quelconques À, (xl, x2.. x”) 
dont les variables x ne dépendent que de deux paramètres u et v. 
Les variations de u = ọ (xt, ... x”) et de v = y (xt, x? ... x”) déter- 
minent une surface dans l’espace polydimensionnel ; u et v consti- 
tuent un système de coordonnées de Gauss relatives à cette surface. 

Nous désignons par d les variations infiniment petites lorsque u 
varie seul et par à lorsque v varie seul. 

Dès lors, quand u varie seul de la quantité du, xê varie de dx’ et 
lorsque seul v varie de dv, x? varie de à x. 

Lorsque les relations différentielles qui lient les dx aux du sont 
intégrables (seul cas considéré), en partant d’un point, après modifica- 
tions infiniment petites de u et de v, on retourne en ce même point, 
on a: d (ôx) =: Ô (dx). 

D’une manière générale, supposons une forme scalaire définie par : 
(18 — 5)... dS = A dz et calculons-en la variation lorsque v seul 
est modifié. 


Par définition de la différentiation, 


= 


(18 — 6)... SdS = |i dr ôx* + A, 8 (dx) 


ox 


On a également par définition, ô S = À Ôxt et, de ce fait : 


A 


A 


dèS = + əri dx" + À, d (òx) 


CL 


Puisque les indices à et k sont répétés, la sommation s’effectuant par 
rapport à ces indices, on peut les intervertir ; il vient : 


JA 
(18 — 7)... dÔS = t êxk di + Ad (æi) 
ox" 
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D'autre part, d Sx) = Ô (dx), de sorte que, en faisant la différence 
des deux expressions (18 — 6) et (18 — 7) des variations suivant u et v 
de S, on obtient : 


2A, SA 
CARO RES CSN i 5) Qui dr 


CE ER: 
qui montre que le second membre est un tenseur symétrique gauche 
(Aœ = — A) du second ordre dont les composantes sont celles d’un 
tenseur À, deux fois covariant provenant des variations de la gran- 
deur scalaire S. 

Que signifie le premier membre de la relation (18 — 8)? 

Il ne revient pas au même de passer d’un point quelconque p à un 
autre point p’ infiniment voisin suivant un chemin le long duquel 
les coordonnées défilent dans un certain ordre (les x! suivis des xë, ou 
les u suivis des v) ou suivant un autre chemin qui, partant de p 
aboutit au même point p’ suivant lequel les coordonnées défilent en 
ordre opposé (les x* suivis des x’). De ce fait, un contour fermé a été 
parcouru et le premier membre est la variation absolue du scalaire 
quand on décrit le contour simple fermé limitant la surface dr’ dx" ; 
cest somme toute la valeur numérique de l'intégrale de ligne du vec- 


EN 
teur À prise le lang de ce contour infiniment petit. 


0 À. 0 À 
i k 


Le premier membre est nul lorsque = 0 ; c'est préci- 


Tak w 
sément la condition d’intégralité de A, dxi qui est satisfaite dans le cas 
étudié précédemment ; la fonction primitive a, en chaque point, une 
valeur bien déterminée. 

Dans le cas général, elle peut ne pas être satisfaite, et cependant 
cela ne signifie pas que À, dxi ne soit pas intégrable, car il peut exister 
un facteur intégrant ; la fonction primitive prend plusieurs valeurs 
en un même point ; c’est une fonction multiforme qui, de ce fait, 
entraine une déchirure de l’espace à l’intérieur du contour. 

On peut considérer la chose de deux façons différentes : soit une 
déchirure locale grandissant continûäment. Dans le premier cas, on 
se réfère au calcul de la fonction possédant un pôle en un point déter- 
miné ; dans le second cas, on se tire d’affaire en considérant des 
fonctions continues à l’intérieur du contour (formule de Stokes). 

Le cas de la figure (18 — 2) est particulièrement intéressant ; c’est 
celui du champ électromagnétique où le conducteur, traversé par le 
courant, est disposé perpendiculairement au plan xt x! au point singu- 
lier de coordonnées 9,8. Le scalaire est compté à partir du segment de 
droite issu du point singulier et dessiné en gros traits, 


Qi 


ÉLÉMENTS D'ANALYSE VECTORIELLE ET TENSORIELLE 


Fig. (18 -2). 


Comme déjà vu, le vecteur champ se déduit de l'expression 


__" 


A = — grad S. 
En parcourant le contour a b c d,$ A dxi = 0 puisque S ne varie pas. 
Le contour a’ b’ c’ d’ qui entoure le point singulier traverse la cou- 

pure. En cet endroit existe une discontinuité de S de telle sorte que, 
pour deux points infiniment voisins de part et d’autre de la coupure, 
la valeur de S s'accroît brusquement d’une certaine quantité que l’on 
peut poser égale à 4x où ® a une valeur donnée qui caractérise la 
cause agissante située au point singulier. On peut remplacer la cou- 
pure par une coupure élargie s'étendant sur tout l’espace de telle 
manière qu'après avoir fait un tour, on repasse par un point où le 
nombre inscrit sur l’éliquette scalaire est égal à la valeur du début 
augmentée de 4 x ®. 

A cet effet, en reportant sur un axe x, normal au plan x'x*, les 
valeurs de S, on arrive dans cet espace à 2 + 1 dimensions à une sur- 
face hélicoïdale qui détaille les différentes particularités du champ 
(fig. 18 — 2). 

Les coordonnées de Gauss sont indiquées ; si un être à deux dimen- 
sions quitte le point a (7—1) pour effectuer le parcours fermé 
a b’ ce d’, il arrive effectivement en e” de mêmes coordonnées u et v 
sur la surface, mais à une hauteur différente de e’. 

Dans le système plan xx, le contour est fermé, tandis que spatia- 
lement on observe un déplacement de e’ en e” pour lequel : 

re 


(18 — 9)... [ A dzi=$ À x di = 478. 


L_ 4 - 
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Il est clair que pour le contour a b c d, la coupure ne jouant aucun 
rôle, la différence de niveau n'existe pas. 


Les expressions (18 — 8) et (18 — 9) expriment un théorème capital, 
le théorème de Stokes, dont le but est de transformer une intégrale 
double en une intégrale simple ou réciproquement. 


Partant du point e’ pour arriver en e”, la variation du scalaire S 
s’est montrée numériquement égale à l’intégrale ie long du contour 


soit : # A x di=4x , quelle que soit la grandeur du chemin parcouru 
à condition toutefois que le contour embrasse le point singulier. On 
a donc : 

= 
(18— 10)... taa = (S LE) dede 

å 

qui est vrai lorsque la cause agissante est entièrement lcealisée sur 
Paxe de lhélicoïde passant par le point singulier. 

Dans l’espace habituel à trois dimensions, le champ vectoriel qui 
nous intéresse, c’est-à-dire le champ électromagnétique, on a affaire 
à une symétrie cylindrique qui se différencie évidemment de la symé- 
trie sphérique caractéristique des champs étudiés précédemment : 
champ électrique et champ magnétique. 


Si la cause agissante est répartie dans un domaine du plan «2, 
suivant une loi connue ọ = f (xi, 2*) où œ en est la densité par unité 
de surface, il est évident que, suivant la grandeur du contour, la sur- 
face qu’il délimite embrasse un domaine d’action plus ou moins impor- 
tant dont il faut tenir compte en écrivant l’équation (18 — 19) sous la 
forme : 

-> -> 


JA ` 
-E dEUS $ À X dl. 


08-10... 4x (| odede = (((35 


Les intégrales doubles sont étendues à toute la surface délimitée par 
le contour et l’intégrale curviligne est effectuée le long de ce contour. 


Pour le champ électro-magnétique, % est une grandeur vectorielle 
qui dépend de la valeur et du sens du courant électrique qui traverse 
le conducteur passant par le point singulier, de sorte que la double 
intégrale du premier terme peut être considérée comme étant le flux 


—> SP 
du vecteur œ au travers de la surface limitée par le contour. Alors 


oA, cA 
e k k sont les composantes covariantes d’un tenseur du second 
Jx” DES a 


ordre A „3; il se réduit à un vecteur ; légalité des dcubles intégrales 
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= 
de la formule (18 — 11) montre que si ọ est un vecteur, le terme entre 
parenthèses en est un autre équivalent. 


— z —> 
Le vecteur œ est aussi appelé le rotationnel de A. Les composantes 


— 
du rotationnel de À sont, dans l’espace à trois dimensions, explicitées 
par : 


A, CA, 
Lu Qt? Iz? 
cA, CA, 
(18 — 12)... 4 x PE — 
2 2x OT 
CA, A 
G i axt Ix 


ou symboliquement : 


| 


{x = rot À 


Il est à noter que, la composante pọ, associée à dx! dx?, est portée 
normalement à la surface dx! dx? ; il en est de même pour les autres 
composantes qui sont portées perpendiculairement aux surfaces aux- 
quelles celles sont affectées. p, dx’! dx? est donc le flux du rotationnel 
qui traverse la surface dx’ dx?. La normale à la surface prise dans la 
direction de laxe x? est positive lorsqu'elle traverse la surface du 
négatif vers le positif. Le théorème de Stokes s'énonce d’une manière 
tout à fait générale : 


Il est possible de remplacer le flux d’un vecteur ¢ à travers une 
surface s donnée, par l’intégrale de ligne d’un vecteur A prise le long 
du contour limitant la surface ou par le flux du rotationnel de A à 
travers cetle même surface à la condition que les composantes de q 
et de À'satisfassent aux relations (18 — 12). 

(18—13)... 4 x ff (@), ds = (f (rot À), ds =$ À, dl... 


L'indice n signifiant les projections des vecteurs placés entre paren- 
thèses sur la normale à la surface ds. 
Dès l’instant où la cause est localisée en un certain domaine s, ef que 


> 
le contour entoure au maximum le domaine, le flux total de ọ est numé- 


4 ds ; on à la relation $ À X di — 4 x ®, 


a s 


riquemeni Ë = | 


+ Si 


-5 
Le champ du vecteur A qui présente ces particularités est dit solé- 
noidal ou rotationnel. 
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—> 
Ces relalions ne sont satisfaites que lorsque l’on a : div. ọ = 0. 


=5 
Jusqu’à présent, nous avons posé que le vecteur o, c’est-à-dire que le 
conducteur traversé par le courant, est perpendiculaire au plan æ gx". 
Un être à deux dimensions vivant sur le plan æx* ne peut pas se 


—> 
rendre compte de l’obliquité de ç ; il détermine uniquement le point de 
percée qui est le point singulier. 

. => . . . Lé 
Si le vecteur 4 est oblique, il n’y aura rien de changé dans l’espace 
bidimensionnel à la condition de considérer la composante normale 


de æ ; la composante dirigée dans le plan x’ x! ne développe pas de flux 
au travers de la surface limitée par le contour. 

En géométrie tridimensionnelle, si le contour est orienté de manière 
quelconque dans l’espace, il y a à projeter sur les trois faces du trièdre 


— 
rectangle de référence et le contour et le vecteur ¢. Les formules 
(18 — 12) sont écrites dans le cas de trois axes x trirectangles. 


$ 19 


Dans tout ce qui a été dit précédemment, nous sommes partis de la 
notion du champ scalaire pour déterminer certaines propriétés des 
champs de vecteurs. Rien n’a été dit de la manière dont on pouvait 
calculer les scalaires à partir des causes déterminantes. Cette étude, 
dans le cas de l’électrostatique, du magnétisme et de l’électro-magné- 
tisme, sera reprise ultérieurement et séparément. Néanmoins, certaines 
remarques d'ordre général doivent être faites. 

Si nous considérons un champ solénoïdal, en particulier celui repré- 
senté par la figure (17 — 4), ® est filiforme, on a numériquement : 
Æx$=$ A. dl; si l'intégrale de ligne est prise le long d’une circon- 
férence de rayon r dont le point singulier en est le centre, il vient : 

2 
F 
I est clair que si le contour d’inlégration ne contient pas le point 


— 
singulier $ A, dl = 0 ; le flux du vecteur ® embrassé par le contour 


étant nul. 
La valeur numérique de lintensité du champ s'obtient en partant 
de (18 — 13) par une intégration. Cette opération n’est pas toujours 


(19 — 1)... 4að=2ar A d’où, À = 


faisable. La valeur de A est cependant obtenue par différentiation 


+ 

si l’on part de la définition À = — grad S, c’est-à-dire que, dans une 
Ne nape dS 
direction l donnée, À = — T 
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Cette opération est toujours faisable ; elle nécessite évidemment la 
connaissance de S, fonction des coordonnées du point où elle cst 
recherchée. 

Comme on le voit sur la figure (17 — 3), les $ onl des valeurs 
constantes sur des segments de droites radiales, par conséquent on 
peut poser $ = Ka où a est langle que fait une droite donnée avec la 


—# 
coupure et K une constante. De ce fail, la composante de A dans la 


d K « 
direction d’un rayon est À = — = — 0 el dans la direction 
” 
perpendiculaire, c’est-à-dire langente à la circonférence, comme le 
r Le e r K da K z 
déplacement équivaut à rda on a: À, = — pee a a 


est exactement de même forme que (19-— 1), il suffit d'identifier 
les constantes ; Cest le rôle de l’expérimentaltion. 

Les exemples simples n’ont élé donnés que relativement à un plan, 
et ce, pour concevoir les figures à 2 + 1 dimensions qui font image ; 
normalement on travaille dans l’espace de telle sorie que c'est en 
chaque point d’un domaine tridimensionnel qu'il faut connaître les 
valeurs des scalaires S. 

Evidemment la forme et la distribution des sources agissantes 
intervient et il faut déterminer la contribution de chacun de ses 
éléments. 

Ainsi, par exemple, dans l’espace, les surfaces Cquigradientes sont 
des plans contenant laxe ® et dont les intersections avec le plan x’ x” 
sont les segments de droites radiales issus du point singulier. En 
chaque point de ces plans les valeurs de $ sont constantes, 

Le problème se complique, aussi est-il parfois plus simple de 
recourir à une autre conception. Au lieu d’attacher une grandeur 


— 
scalaire en chaque point, considérons une grandeur vectorielle P dont 
le module dépend à la fois de la grandeur et de la forme de la source 
agissante et aussi de la distance la séparant du point envisagé ; la 


contribution d’un élément de la source d @ au vecteur P, appelé posten- 
tiel vecteur, est toujours parallèle à dọ. 

P est une certaine fonction de ẹ qu'il faut rechercher. Nous allons 
trouver une relation entre ces deux grandeurs pour que le vecteur À 
soit déterminé par l’expression À = rot P. 

En premier lieu, montrons qu’il est toujours possible de définir A 
par lexpression précédente. 
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Soit P le potentiel vecteur attaché au point a par exemple 
(fig. 19 — 1). 


b 


P est parallèle à E, placé à l'endroit de la source agissante. 

P,, P, et P, en sont les valeurs des 
composantes dirigées respectivement sui- 
vant les trois axes æt, x? et x. Si le 
point a se déplace infiniment peu, les 


composanles de È varient. 

Décrivons un petit contour élémen- 
taire abcd embrassant la surface dx! dx? 
du plan x1, x?. 

En a, la valeur du potentiel vecteur 
est P, ; l'intégrale de ligne de a en b est 


. 5 : — 
Fig. (19 -1). donnée par P} dxi, à supposer que P ne 


varie pas pendant le parcours infini- 
A) 
c 5) 


: | dxt de sorte que 


ment petit ab = dxt. En b, P, est devenu ( P, + = 
a ` cX 


A \ 


aP 
: 2 . r . ` 2 
pour bc = dx?, l’intégrale de ligne se réduit à a Ei dx) dx? 
Z CT 
? A 
Fes r A ; : 
car la composante (P, + dx | étant perpendiculaire au trajet, son 
© À 


intégrale de ligne est nulle. 
De même pour cd, puisque dx! est négatif, l’intégrale de ligne est 


= 


Au total, | 


2 P 
1 CRN i 
dx?) dxt et de d en a, il vient : — P, dæ. 
ox? 7 
oP, 2P 


1\ dr! de = rot P dx! dx? d’où, par appli- 
par app 


2x1 OX? J 
cation du théorème de Stookes, il existe un vecteur situé dans le 
plan xt x? dont l’intégrale de ligne le long du contour abcd équivaut 


=- 
au flux du rotationnel de P passant au travers de la surface abcd. 


Si l’on pose que A est ce vecteur, À =rotP.... (19 — 2) 


Il existe une infinité de vecteurs P qui satisfont à cette relation ; 
on peut les choisir de manière å faciliter les calculs ultérieurs ; on 
pose que : div P = 0. 

Puisque 4 rẹ = rot À et que À = rot P, il vient : 

4 xọ = rot. rot P = — AP + srad. div. P. 


pes ` . aa . 
Comme P a été choisi de manière à ce que div P = 0, il reste : 


(19 — 3)... AP+4rxœ—0 
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telle est la relation que doivent salisfaire P et ọ. Nous en verrons 
ultérieurement le sens. 


Remarque. 


. . . > 
En tous points de l’espace d’un champ irrotationnel rot A = 0. 
A La QU +> . 
Il en est de même pour un champ solénoïdal rot À = 0 sauf si le 


—> — 

contour entoure la source, car alors, 4 x @ = rot À. 
Cependant, dans le premier cas, si Pon envisage une surface fermée s 
entourant la source, un flux s’en échappe. L'expression de ce flux est 


N = {| H ds cos (H, dn) et la double intégrale est faite pour la totalité 
de la surface fermée. Quel que soit Pagenl agissant, la totalité des 
cônes de forces élémentaires que l’on peut concevoir dans toutes les 
directions de l’espace environnant la source, déterminent un angle 
solide égal à 4 x stéradians ; en outre, comme il y a conservation du 
{flux pour chacun des cônes ne rencontrant pas d’agent, le flux de 
force N est indépendant de la forme et de la grandeur de la surface s 
(théorème de Gauss). 

Remarquons encore que, dans les deux cas, si on envisage une 
surface fermée quelconque disposée dans les champs en tout endroit 
extérieur aux sources, le flux entrant équivaut au flux sortant : la 


= 
conservalion du flux se traduit par la relation div À = 0. 


Il est possible de refaire exactement le même raisonnement que 
celui fait au § 18 en lappliquant à la recherche de la dérivée spatiale 
du rotationnel A. qui est un tenseur covariant. 

Les trois coordonnées de Gauss u,, u,, U, en variant entraînent des 
modifications d, ô et A des x ; on aurait, pour les variations A, 

: cÀ, | 
A (A dxi ò x") = i" dat ò x" À xt + As (A dxi ô x" + dxi À ò x"), 
c TX 

Or, dans le second terme entre parenthèses, la permutation de t et 

de k compte tenu de la condition de symétrie, en change le signe, de 


sorle qu'il vient : Adroit = de RS a 


En permutant les trois signes de variation dans le second terme, 
on aura Ô x" À dxÿ qui s’annule avec le premier, de sorte que, en addi- 
tionnant les trois permutations, le coefficient de À,, disparaît ; celte 
permutation doit être faite puisque les i kl sont des indices muets ; 
on a pour résultat de la dérivation : 


ik Ta kl Re a dxi ò xk Axi 
ex! ax Cho 


A. À A 
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qui fournit un tenseur du troisième ordre trois fois covariant dont les 
composantes sont : 


A à ik Q kl ` li 
u = + + 
ikl x! gxi xE 


qui est la divergence généralisće. 
$ 20. - SYMBOLES DE CHRISTOFFEL 


Comme le montre l'équation (18 — 4), la dérivée d’un vecteur 
n’est généralement pas un tenseur ; cependant, moyennant certains 
groupements des dérivées particil®s, nous sommes arrivés à obtenir 
le tenseur rotationnel. 

En vue de rechercher la dérivée d’un tenseur, reprenons les mêmes 
opérations dans le cas où les formules de transformation ne sont pas 
linéaires, ce qui revient à travailler dans un espace courbe quelconque. 

Soient données les composantes covariantes du tenseur métrique g, 


qui sont fonction des coordonnées. On a toujours : ds? = g dxi dx. 
Dpt Ayk 


— cI cX 
Lors d'un changement axes : g = 9, — —— , formules dans 
à ri |  E 
€ . r . 
lesquelles les —- sont des fonctions des coordonnées du point ; 


ee 
c’est le cas tout à fait général. 


La dérivation de g, _ par rapport à x' donne : 


ours a2 xi xE ari a2 xË ) CET xt ex! aE 
en dx = i Sea : = = Dan = —, 
2 i \ ax ip ar Aa ax ax! cat 2! ar a 
Aee A Aann 
co k cQ k CC 
car : RS 
IL xL cx 
En vertu de la convention de sommation : 
x a or oa 
dir de or da où Jr de A: 
de plus, puisque le tenseur g, est symétrique g, = g,, le second 
terme de la parenthèse s’écrit : i a 
© SNS Gi 
2x 2x ox! 
et il vient : 
CR 22 JC! x 22 Sr ILE 
(20 E 1) SN, S = dix y l AS ge s —ı AP 
29G aL ex € o IL XL 
axi 2x dx"! so 
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On aurait de même : 


= Ixi x | L axi Arr 
DD deg ee 
st ik 0%” ax! Juy Jir Ag. 2x" 


de sorte que, en dérivant et en intervertissant les indices muets dans 
le dernier terme, on obtient : 


nt 


20-29... E y CE PRE 
2x iE (ax ax? 2x ox 8x v) 
Ur eRe SL, Aa 
aoa na vi 
20-3)... 8 - g | Pie a + 
ar? ik dx" 22° Sp 22" dx 22 


Additionnons (20 — 2) et (20 — 3) et retranchons du résultat (20 — 1), 
il reste : 


2 k A 1 Y k A Ae 3 A. 
(20 — 4) 2 g LT Li OX" | EX" cX CS cas c£ km 00 mi =. Lik 
ik dx" Qx° ax" 2x" yri P aci IE dc" 


pour abréger très notablement l’écriture, posons que le terme entre 
crochets s'écrit 2 [ik, m], l'opération correspondant à (20 — 4) est: 


Jo q Do: 
D —_ CO's coj co g 
DES trs s + 2 — 2 
IL CL ax 
il vient alors : 
— FE Che cxi xE Om 
(20 = 5) …. [rs, l] = ir = + Tr LT sons lik, m | 
ox Ix IL ox ec Ix 


Multiplions les deux membres de (20 — 5) par g» ——, On obtient : 


ax! 2? xi dx TN Agu 
g” rs, U] o = —=|— lp F 
aX ax ax \èx che 

D ni Ayk Aym Ayu 

1] R (y 6 cX EIC cX 

+ g? lik, m] — = = Ts 

OC of € X 

Jyk Apt 
A cge cI | y Se 
le terme entre parenthèses -— —— g” = g, par définition et 
l A SP ku 


ax 


ku Gens yat 
C 9° —= Gi 
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de sorte que : 


A 2 5 - 3 
Iy S cgt g? X! - dx! 2x 
g” [rs, à — = g” —— + gm ik, m | = — 
ce! FC, EL Le. CE 
Or : I pour =a 
u RU __ 
J: dé o de 


0 pour u Æi 
et il reste en définitive en posant : 
[ed, a] g% = f cd, b ! 
CHA Fa En E 


= = —, + f ik, u l = = 
x AL CL. ET 


(20 — 6)... rs, p ? = 
Les symboles de Christoffel qui suivent, sont explicités par la rela- 


tion (20 — 6) 


1 d À °g. 
(20 — 7)... frs l] = — Ia + To — TS 
2 ex" crs à x! 
et encore : 
1 g dq g. _ 
(20 — 8)... rs, | = — ge | — + 2 — ——=]| = Gb [rs, p] 
2 ox" axs 2x? 


On a également : 
LES, l] = Jip j TS, p ! 
$ 21. - DERIVEE COVARIANTE D'UN TENSEUR 


, l — o" 
a) Soit un vecteur covariant: A = == A 
r Ix” u 
dérivons-le : 
2A a2 x" Ixu JLL aA 
1 eoa À + ns 
—— uU R aa 


S mi LS S tw 
ax ax Ax dx dx” Ax" 


La forme du second membre montre également que, dans le cas 
général, la dérivée d’un vecteur ne donne pas un tenseur. Dans le but 
d'arriver à un tenseur jouant le rôle de dérivée, il suffit, ainsi que 
nous allons le voir, de faire des combinaisons des dérivées partielles, 
c'est-à-dire d'employer les symboles de Christoffel. 


a? x" 
— par sa valeur tirée de (20 — 6) et en 


Ainsi, en remplaçant 


A f A $ 

remarquant que : DA 
IL dx oÀ, ax! x 2 À, 
ax" Jx 2x" aa 3 ss ags 
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car les indices muets peuvent être changés, il vient : 


DA, JLT axi xë DA; 
_ sior A nio = | Li = | iku} 4, 
2x dx dx 2x 


de sorte que : 


A, Dhs cd Cr OA 
Cas E | TS, p f aL p À, ar TS | e A, ik, u l 
JL eY e ER AE 
dx" es 
Or: A — =Á 
u I p 
par conséquent : 
DA, A Sur “x jo : 
(21 — 1)... = — jrs,p'A = — — — —A,{ik,u 
a $ x x \ôx 


Le premier membre de (21 — 1) est un tenseur du second ordre 
deux fois covariant ainsi que le montre le second membre qui contient 


2x 0x" 
— ~=; devant le terme entre parenthèses, 
OX aX 
Ce tenseur se représente par À. 
5 
L'opération : (rs, p} À 21 — 2) est lée dérivé 
opération : T rs, p} À, (21 — 2) est appelée dérivée 
(= 


covariante du vecteur covariant À, ; elle se confond avec la dérivée 
ordinaire lorsque les accolades sont nulles. Or, les accolades sont 
nulles lorsque les g, sont constants, c’est-à-dire lorsque les systèmes 
d’axes utilisés sont galliléens. 

En se basant sur les propriétés résultant de la multiplication par le 
tenseur métrique g „ nous pouvons à volonté relever ou abaisser un 
indice. 

Le raisonnement précédent nous permet de définir la dérivée cova- 


riante d’un vecteur contrevariant 4°. 


On a : A. = J., ås, 
D'après (21 — 2), À. = a (g._ A?) + FS, p h (9, A¥) 
= A on. S 
= g = + À (en — Gp | 
ox \ ox i 
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En introduisant l'identité : 


do... Te 
Drs 
T = |rs,z] + [zs,r] 
JX 
il vient : 
a4 AS me 
À, = TZ = S F A5 [ zs, r] 


et en relevant l'indice r en multipliant le tenseur A par g'? 
Ò 


: — En a P le = 
rP ap rp Ca 2 > rp 
A s9 4, — dre SE + À [zS, r] g 
pa gar ar 
z ( 
A? = — FA AS DA 
a 
CL 


Prenons un tenseur du second ordre deux fois covariant À, ; par 


dérivation nous obtiendrons un tenseur du troisième ordre A trois 
fois covariant. 


D al" APS 

a CC ce Ie 

Ona: Á, =A Dp 
ik rS a i N k 

cI CX 


dérivons par rapport à x' . 


(21 3) lis A Caen dx! OX 
Hp M A AL ak 
X CI cX CI CL 
A T so o et CA Li 
+ | + 
a E — — 
"8 | axt axt ax" ax ax" êx | 
X2 x" AL" Dpt Ayw 
x E G sr CC CI c A 
Or, d’après (20 — 6) : = j il, p ? =a j v wW,r ! = 
8x x ax! êx aL 
de sorte que (21 — 3) s’écrit : 
Aik / l eE DS CL CL 
(21— 4)... te À. il, p D + klq e 
cx OX OX OL" or 
cA, ext ox! 025 í JL x ogs 
= -n T a R T An Ori r ai 
OX CE ox Or c oL X 


> £ 
est nul pour q = 
pour p = 1, et est nul pour p # 
la forme : 
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, 


k. De même, le facteur de $ kl, q |! est égal à 


7 


34: 
9 _ F © ik KESE ( - = z 
(21—5)... S A x ip} a EL} 
ex OX! axs cA, 
= T Sai k | = J ' SAt o À. | 
ceo g È cx 
= A tenseur du troisième ordre. 
On a de même : 
AK l 
(21 — 6)... AF = Le n a p A E j pkl A? 
ï a! l j p j l 
DAR 
(21 — 7)... Ar = SSe pha l APk -L i pL E l Ai 
ex! 
21—=8);:::.: = Ho Si | we | A 
(21 — 8) Aea = AP A A 


bD) TENSEUR 


D'ORDRE PLUS ÉLEVÉ. 


, pe ER cE 
D’autre parl, par définition : A = 2 L 
rS PI TS Ts 
X” Lx 
et le second terme du premier membre devient : 
— D LÉ Or ST Ur a De 
A (! il, p } 2 Lo Ana Aps f kl.q a AU aa Aa 
pa \ Spl 2x e eg axi x S£ CL 
\ 
Le facteur multiplicateur de il, p } est égal à l'unité lorsque q—=k et 


l'unité 


i. On doit donc écrire (21 — 4) sous 


On opère de la même façon. Ainsi, par exemple, la dérivée cova- 


n =s 


riante du tenseur du quatrième ordre A” „est : 
A? 
i km (3 t n — Íp | n z 
z i il, p l 4 _ | kl, p À, i j ml, p } 


i km 


+f pln Ae 


à km 


A” 


i kp 
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C) INTERPRÉTATION DE LA DÉRIVÉE COVARIANTE (1), 


Supposons que nous donnions un champ de force, et que nous vou- 
lions savoir comment la force varie d’un point à un autre de ce 
champ. Si nous nous servons de coordonnées polaires, nous voyons 
immédiatement qu'une variation de la composante suivant le rayon 
vecteur n'indique pas nécessairement un changement réel de la force 
ou un défaut d’uniformité dans ce champ. Cette variation est due, en 
partie du moins, au fait que leurs rayons vecteurs aux deux points 
considérés, sont inclinés l’un sur lautre. La dérivée ordinaire d’un 


JAT A r S 
vecteur a ne peut donc êlre regardée comme une mesure de la varia- 
£ 


tion absolue de ce vecteur. 
S'il existe quelque chose que l’on puisse vraiment regarder comme 


un taux absolu de variation, ce doit être un tenseur. Nous avons vu: 
7 r 


(0 


qu’il existe un tenseur, la dérivée covariante À, formé du terme — 
s > 


donnant le gradient apparent duquel on retranche la « pseudo-varia- 
tion » j rsl A attribuable à la nature curviligne des coordonnées. 

Placons-nous en coordonnées cartésiennes ; comme nous pouvions 
nous y attendre, la pseudo-variation disparait, puisque les symboles 
de Christoffel sont tous nuls. 4. représente donc le laux de variation 
absolu du vecteur À, suivant la direction xs. 

Si Pon recherche la variation absolue d’un vecteur A, quand on 
décrit un contour fermé élémentaire dans le plan x! x?, on la trouve 
égale à son rotationnel, ce que nous avions trouvé précédemment dans 
le cas où l’espace est euclidien. 


(1) Eddington. Espace temps et gravitation — partie théorique, page 50. 


CHAPITRE II 


ÉLECTROSTATIQUE 


- 


$ 22 


a) Par frotlement les corps acquièrent la propriété ďattirer des 
corpuscules légers. Un bâton de verre frotté par un morceau de laine 
attire une petite boule de liège suspendue par un fil de soie. Si la 
boule vient en contact avec le bâton de verre, elle en est aussitôt 
repoussée. 

Si maintenant on frotte un bâton de résine avec la laine et si on le 
met en présence de la boule qui a touché le bâton de verre, la boule 
est attirée vers la résine. Les différents corps frottés ont la propriété 
de repousser ou d’attirer la petite boule chargée. 

Les corps frottés qui présentent cette propriété sont dits éleclrisés 
et l’agent qui détermine cette propriété est l’électricité. 

Il y a deux sortes de corps électrisés ou deux sortes d'électricité. 

On dira conventionnellement que lélectricité est positive si elle 
communique au corps les propriétés analogues au bâton de résine 
et l’électricité est négative si elle donne au corps les propriétés du 
bâton de verre. 

L’explication du phénomène d’électrisation est actuellement fournie 
par la connaissance de la structure atomique que nous indiquons très 
brièvement. Les atomes sont constitués de noyau et d’électrons. 

Les électrons sont de petites particules matérielles portant chacune 
la plus petite quantité d'électricité indivisible. 

Tous les électrons sont identiques. Du point de vue électrique, les 
noyaux atomiques possèdent les propriétés des corps électrisés posi- 
tivement, 

L'ensemble de l’atome est électriquement neutre (comme les corps 
non électrisés). À l’intérieur des atomes, les électrons décrivent des 
trajectoires fermées dénommées orbites. A chaque orbite correspond 
un niveau énergétique de l’électron ; ce niveau d'énergie est un mul- 
tiple entier du quantum d’énergie ; les orbites sont dites quantifiées. 
Si un électron quitte une orbite caractérisée par une énergie W. pour 
aboutir à une autre orbite d'énergie W, et si W, < W., il émet la 
différence des énergies sous forme de vibration électromagnétique de 
fréquence v telle que W, — W, = h.v (h est la constante universelle 
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de PLANCK). C’est aussi l'énergie qu’il faudrait fournir à électron si 
Pon désirait le faire remonter du niveau W, au niveau W.. 

Les atomes des différents corps simples diffèrent par le nombre et 
la disposition des électrons. Les électrons périphériques ou les plus 
extérieurs de certains atomes sont facilement détachables. Un électron 
arraché de l’atome porte une charge électrique négative et l'atome 
ayant perdu un électron est chargé positivement. Ainsi, en frottant 
un bâton de verre avec un morceau de laine, quelques électrons sont 
arrachés aux atomes ou aux molécules de laine qui de ce fait devient 
positive tandis que le verre est chargé négativement. Inversement, le 
bâton de résine perd des électrons par frottement ; il est donc chargé 
positivement et la laine négativement. 

Sans pouvoir effectuer un classement précis, tous les corps, au point 
de vue électrique, peuvent être rangés en deux catégories : 


A. - Les conducteurs ou corps qui, électrisés à un endroit quel- 
conque se montrent électrisés sur toute leur étendue ; ces corps con- 
duisent l’électricité et sont également bons conducteurs de la chaleur ; 
de plus, ils entrent facilement en réaction chimique. Ces corps pos- 
sèdent beaucoup d’électrons facilement détachables de leurs atomes. 
Les métaux doivent être classés dans cette catégorie. 


B. - Les diélectriques ou corps qui conservent l'électricité unique- 
ment aux endroits où elle a été déposée par lélectrisation. Ces corps 
ne conduisent ni l'électricité ni la chaleur et entrent difficilement en 
réactions chimiques. Leur constitution atomique est stable et robuste ; 
les électrons ne peuvent que difficilement quitter les atomes : tel est 
le cas de la paraffine, par exemple. 

Ce raccourci de la structure de la matière permet de se rendre 
compte qu’on ne crée pas d'électricité ; on peut uniquement la dé- 
placer. 

Si, sur un corps À apparaissait une quantité d'électricité d’un cer- 
tain signe, c’est qu’il existe quelque part un ou plusieurs corps B 
chargés d’électricité en quantité égale et de signe contraire. 

Lorsqu'on place deux corps conducteurs À et B chargés différem- 
ment à une certaine distance l’un de l’autre, deux cas sont à envisager : 

1° Le milieu qui sépare les deux corps est diélectrique, les quan- 
tités d'électricité restent indéfiniment sur les deux corps. C’est le 
domaine de l’électrostatique ; 

2° Les deux corps sont reliés par un conducteur, les électricités 
différentes en s’écoulant par le conducteur se neutralisent. Un courant 
électrique traverse le conducteur, il subsiste aussi longtemps que la 
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neutralisation des électricités n’est pas effectuée. Le passage du cou- 
rant crée des nouveaux phénomènes qui seront étudiés ultérieurement. 


b) Lor DE COULOMB. 


Coulomb a étudié expérimentalement les actions des corps électrisés 
au moyen de la balance de torsion et a montré que les agents produi- 
q. g 

p2 

q et q’ sont les quantités ď’électricité, r leur distance et k est une 
constante qui dépend du milieu où les forces électriques se propagent 
ainsi que du choix des unités. De tous les diélectriques, le vide est le 
meilleur. L’air sec possède approximativement les mêmes qualités 
diélectriques que le vide. On rattache les grandeurs électrostatiques 
au système C.G.S. en posant k = 1 pour le vide. La formule de 
Coulomb permet de définir l’unité C. G. S. électrostatique de quantité 
électricité. C’est la quantité d'électricité qui placée dans le vide à 
une distance de 1 cm d’une quantité d'électricité identique la repousse 
avec une force de 1 dyne. 

En faisant q = q’ dans la formule de Coulomb, on obtient pour 
(k étant un nombre abstrait) les dimensions de q : (1) 


Cal = V [F]. [r] = MV2. L32. T=. 


sant ces actions sont des agents newtoniens : (22 — 1)... F =k 


Dans le système C.G. S. électrostatique, le choix des unités étant 
fait, la constante k dépend uniquement du milieu de propagation des 


1 
forces. On a l'habitude de remplacer k par — et on dénomme e la 
€ 


constante diélectrique du milieu. 
Deux charges q et q’ distantes de r exercent dans le vide une force 


/ 
F= T: T Placées de manière identique dans un autre milieu diélec- 
D) 


=. _ 1 qg’ 
trique, elles réagissent avec une force : (22 — 2).... 7 = —. z 
€ r 


Expérimentalement on a toujours F’ < F ; la constante diélectrique 
caractéristique pour le vide a la plus petite valeur possible : & = 1. 


(1) Dimensions. — Rappelons que si M, L, T sont des dimensions de masse, de 
longueur et de temps, on dit qu’une grandeur possède une dimension Mm, Li, Tt si, 
en augmentant l’unité de masse M fois, l’unité de longueur L fois el l’unité de 
temps T fois l’unité de la grandeur considérée augmentent Mn, LI, Tt fois. 

Si ga est le nombre qui exprime la mesure de la grandeur dans les anciennes 
unités et g, le nombre correspondant aux unités nouvelles, on a : 


Ja 
In = -Mm LITE 
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a) Montrons que le champ électrique, de même que tous les champs 
newtoniens, dérivent d’un scalaire. 

Soit une charge fixe q et en un point p donné, la charge uni- 
taire + 1 ; la distance de q à + 1 estr. 

Le champ est radial et, par définition, l’intensité du champ élec- 


| f: 
trique H est en p, l’action de la charge q sur + 1, soit H = k — 
m 

Si, par suite de liaisons, la charge + 1 se meut dans une direction 
quelconque faisant langle oœ avec r, le travail élémentaire effectué par 


les forces du champ lors d’un déplacement dl de la charge unitaire est 


di cos © 
d © =H d cosas H al = kg ee 


or, dl cos a = dr, par suite : 
dr 

dé = kq — 

r- 


Si le déplacement s'effectue de p, à p., le travail est 


©: = kq (5 = =] 


en posant : (23 — 1)... V = — + Cte, ona: © = V-V. 
r l 
Lorsque le champ est dù à l’action simultanée de n charges, et que 
la charge unitaire se déplace de p, en p., le travail résultant étant un 
scalaire, est la somme algébrique des travaux relatifs à chacune 
d'elles, de sorte que, en posant que le potentiel 


n k 
V=u O g = V Vye 032) 
1 
ou encore, (23 — 3)... d © = — d V. 


La fonction potentielle ou le potentiel est une fonction scalaire qui 
ne dépend que des coordonnées du point p dans hypothèse où toutes 
les charges sont fixes. 

En un point p, le potentiel est numériquement équivalent au travail 
développé pour amener la charge positive de Pinfini, c’est-à-dire de 
l'extérieur du champ, au point considéré. 

Le champ scalaire représenté par la figure (17 — 1), est celui qui 


ÉLECTROSTATIQUE 73 


résulte de l’action d’une charge électrique de 50 unités placée au point 
de coordonnées (9 — 3). 

En se référant aux paragraphes antérieurs qui se rapportent à l’étude 
des champs de même nature, nous pouvons écrire les différentes for- 
mules électrostatiques : 


— OT au 
H = — grad. V ou H = — : , H = — 
. 2x à JY 
H, = — _ 
N = (ff div H di = — if] edt AV+——4xp = 0 
E aei € 
rot H = 0 


Le champ électrique est irrotationnel. 


Fig. (23 -1). 

En adoptant les 
mêmes axes £. y, Z, 
V que ceux du $ 18, 
nous pouvons tracer 
la figure (23—1) 
pour deux charges 
électriques égales et : 
de signes contraires. 

Des coupes hori- 
zontales pratiquées 
à diverses hauteurs, 
fournissent les li- 
gnes équipotentielles 


(fig. 23 — 2). Fig. (23 - 2). 
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Les figures (23 — 3) et (23 — 4) se rapportent au cas de deux charges 
égales et de signes contraires. 


Fig. (23 - 3). 


Le même procédé s'applique à des problèmes plus complexes. 
dV 


Ainsi, un champ uniforme est défini par H = — — = Cte, par suite : 


dx 
V = — H.x + Ya 


Le potentiel varie linéairement avec la distance. Les surfaces équi- 
potentielles sont des plans parallèles. La figure (23 — 5) montre les 
plans équipotentiels et les lignes de force. 

Quelle modification apporte une charge q introduite dans un champ 
uniforme ? 


Fig. (23 - 5). 


Fig. (23-4). 
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Soit la charge q placée à une distance a du plan équipotentiel V, 
pris comme origine. La charge q crée un 
champ radial qui s’additionne géométri- 
quement au champ uniforme primitif. 
En un point p distant de r de la charge q 
sur une droite faisant langle 0 avec la 
direction du champ uniforme, le poten- 
tiel est : V = V, + V,où Vest le poten- 
tel individuel du champ uniforme et Vo 
celui du champ radial créé par q. 

Le long de la droite AB, le potentiel 
varie comme indique la figure (23 — 6) 
Fed: 

En choisissant les coordonnées po- 
laires r et 9, 


1 
Ve V. = Hae VS Sred 
0 q £ r 
etr =a—7r.cos 0, 
d’où : 


1 q es 
V=Y —H,. H.r. 9 ORREN | 
o Éd Fig. (23 - 6). 


V = Cte détermine une surface équipotentielle, 
b) LIGNES DE FORCE. 


La définition de la ligne de force ne permet pas de lui attribuer une 
existence matérielle ; c’est en effet la trajectoire que suivrait une 
charge électrique libre de se déplacer, soumise à l’action des forces 
du champ. Par chaque point de l’espace, passe une ligne de force ; leur 
nombre est illimité. 


Faraday, désireux d’objectiver la notion de ligne de force, la définit 
différemment. 


Le flux à travers une surface s est donné par l’expression : 
N = ff H.ds.cos a. 
8 


Sur s, considérons une surface o de grandeur telle que le flux qui 
la traverse soit égal à l’unité 


NES NS, Hids ;cos =, 1 ... (23 — 5) 


v. 


En construisant un tube de force s'appuyant sur le contour de 6, on 
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réalise un tube de force unitaire que Faraday dénomme «ligne de 
force électrique ». 


L'évaluation d’un flux à travers une surface quelconque revient à 
la numération du nombre de lignes de forces qui la traversent. 


DIMENSIONS. 


La charge électrique a comme formule de dimension : 


[al = M”? . L3/2. T- 


[ 
Le potentiel : Fo = M. L2., T1 
se eyr lq] (5) 17/9 w 
Lintensité du champ : ÊsaR— T7 SM uA 


Le flux de force électrique : [N] = [H] [s] = M2. L?2. 71 


$ 24. - ENERGIE POTENTIELLE 
D'UN SYSTEME DE CHARGES ELECTRIQUES 


Soit un champ créé par les masses q,, q» qx .... q, ig. 24— 1). 
L'énergie potentielle de ce système est le travail qu'il 
serait capable de développer pour éloigner jusqu’à 


ai °T J'infini les différentes masses l’une de l’autre. 
js ral Inversement, si l’on considère les n masses à l’infini, 
dl 7 le travail que nous devrons fournir au système pour 
SO g! amener les différentes masses de l'infini aux points 
qs a qu’elles occupent est numériquement égal à l’énergie 
. “4 potentielle du système. 
Fig. (24-1). Toutes les masses étant à l’infini, le travail à fournir 


pour amener q, dans la position désignée est nul, 
puisqu'il n’y a pas d’autres masses agissantes. ©, = 0. La masse q, 
étant placée, amenons q, et plaçons-la à la distance r,, de q,. Le 
k.qı 


ə 


12 


travail fourni est ©, = q» @). En amenant successivement les 


différentes masses on a: 


g, =0 


(1) Pour amener ensuite q; et la placer à des distances r, et ra de q, et q il faut 
fournir un travail 
k.qı k. qə 


s + —— e 


c ZL 
Oz = 8 
lig Tos 
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C = q, 
k q k ds 
O, = : q + 7 — q; 
rig Fog 
k. k. 3 k. 
6, = T1 PA dz A E a q, 
Pin lo, Fin— tn 


Le travail total fourni 


in 1 in 
CE ©, =y È 2G 
i=l b= l 
| ; qs Ga | 
di ES E "A 
L Tio rig lin 
7 = 
+ qə 2 T3 t h 
1 I | loi los ls, 
ou 2 ` Qi— dizi q. | 
ta + + 4 e 
| lit Ti(i— 71 liti+1 an 
T g pa a a 
| | Tni Pn(n— 1) 


Or, par définition k $ OEE = E a N 1) 


Pi riiai Pi(i+1) Fin 
représente le potentiel V, du point où se trouve la masse q, 
On a donc : 


1 i=n 
C — — F2: 
Re 
ou plus simplement 
1 
LE ....(24— 1) 


$ 25. - ETUDE DE QUELQUES CHAMPS PARTICULIERS 


a) COUCHE SPHÉRIQUE : 

Considérons une sphère dont la surface est recouverte d’une couche 
infiniment mince d'agent newtonien réparti uniformément, dont o est 
la densité superficielle. 
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Recherchons l'intensité du champ créé par cette couche sphérique : 
1. A l’intérieur de la sphère (fig. 25 — 1). 


Plaçons l’unité de masse positive (+ 1) en un point p intérieur à la 
sphère et faisons passer par ce point deux cônes 
d'angle solide d œ opposés par le sommet. Ces cônes 
découpent sur la surface sphérique des surfaces 
ds et ds’ chargées respectivement de masses agis- 
santes 6.ds et 6.ds’. Les forces df et df’ directe- 
ment opposées aux actions individuelles de ces 
masses sur (+ 1) sont : 


| k.o.ds , 
Op ECO - 
Fig. (25-1). r r 
eS 
Comme le triangle AOA’ est isocèle, A’AO = AA’O = o, et que 
d'autre part la définition de langle solide donne 


Fk.c.ds’. 


9 


a 


ds. Cosa ds’. cosa 
do = ————— xz- — 
1°? r’: 
les deux forces df et df’ sont égales en module et directement oppo- 
sées ; leur résultante est nulle. 


Il est possible de décomposer la sphère en couples de surfaces 
élémentaires ds et ds’ correspondantes, on peut dire que la couche 
sphérique d’agent n’a aucune action sur Punité de masse placée à 
intérieur de la sphère, c’est-à-dire que l'intensité H du champ en 
tout point intérieur d’une couche sphérique est nulle H = Q. 


d V 
De ce que H = — aA 0 on conclut que V = constante ; le 
n 


potentiel est évidemment égal à celui calculé pour le centre de la 
sphère en partant de l'expression (23 — 1). 


Chaque surface élémentaire ds est chargée d’une quantité o. ds 
d'agent, on a donc, pour la totalité de la sphère : 


: f o. ds o. S 
A me .... (25 — 1) 
el en posant la charge totale 
k.M 


M =0.85S, V = 
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2. A l'extérieur de la sphère : (fig. 25 — 2). 


La surface élémentaire ds, chargée d’une masse 6. ds d’agent exerce 
sur l’unité de masse (+ 1) 
placée au point p une force 

k.o.ds .. à f 
df = ———- dirigée suivant r. 
9 


Ci 


Si l’on considère l’élément ds’ 

symétrique de ds par rapport 

à la ligne Op, il agit avec une 
2 


sur (+ 1) 


force df’ = 


a22, 


Fig. (25 - 2). 


placé en p. 

(ds’ = ds, r’ = r) les deux forces df et df’ sont égales en module et 
leurs directions sont également inclinées de part et d’autre de Op, 
de sorte qu’elles admettent une résultante dirigée suivant Op. Il en 
sera de même pour tout couple de surfaces symétriques. En p, linten- 
sité du champ est dirigée suivant Op ; pour évaluer sa grandeur, il 
suffit de faire la somme des projections des différentes forces df sur 
cette direction : 


S étant la surface de la sphère. 
Soit p’ le point conjugué de p par rapport à la sphère: on a 
Op.Op’ = R? les deux triangles OAP et AP’O étant semblables, 
r D 
Pangle OAp’ = a et — = — 
r’ R 
L’angle solide dœ du cône de sommet p’ qui découpe sur la sphère 


la surface ds est défini par 


ds. Cosa 
Ce E 
r’? 


En iniroduisant d œ dans l’expression de H par do, on a 


k.o.R? fir 4x.k.o.R? 
E a =; do = ne en 


D? D? 


v 0 


La masse totale d'agent recouvrant la surface sphérique est 


k.M 


M = 06.S—0c4x.R2, d’où H = 
D2 


E O 2) 


On peut donc dire qu’en tous points situés à l’extérieur de la surface 
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sphérique chargée d’agent, l'intensité du champ (en direction, sens et 
module) est la même que si toute la masse d’agent était localisée au 
centre de la sphère. 

Le potentiel en un point p se déduit de la définition 


_ kM dv F k.M k.M 


H , d'où V — 
où D D 


D? — dD 


CO 
L’intensité du champ infiniment près et à l’extérieur de la sphère 
chargée uniformément d’agent s'obtient en faisant tendre D vers R 
k.M k.4x.o. R? 


H _ ea a a aa 
R? R2 


D) SPHÈRE PLEINE CHARGÉE UNIFORMÉMENT D'AGENT DANS TOUT LE 
VOLUME. 


La sphère pleine peut être envisagée comme un ensemble de cou- 
ches sphériques infiniment minces comprises entre deux sphères de 
rayons r et r + dr. Pour chaque couche mince les considérations pré- 
cédentes sont applicables. Il s'ensuit que pour toute la sphère chargée 
d'agent à la densité cubique r, le champ en un point à l’extérieur est 
le même que si toute la charge était localisée au centre de la sphère. 


4 
k — x. Rè 
3 


On a M De sue 


En un point p intérieur de la sphère se trouvant à une distance r < R 
du centre, toutes les couches extérieures à la sphère de rayon r don- 
nent au point p un champ nul, il ne reste donc que l’action des couthes 
intérieures à cette sphère et le champ a comme expression 


Fes 1e 
3 


9 


H = AE e E: E O a $ 
r? 3 


c) DISQUE CIRCULAIRE RECOUVERT 
D'UNE COUCHE INFINIMENT MINCE 
DE DENSITÉ SUPERFICIELLE O. 


Recherchons l’intensité du champ 
en un point p de l’axe du disque 
Fig. (25 - 3). (fig. 25— 3). L'élément de surface ds 
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k.o.ds 
rf 

dont la direction fait un angle a avec axe Op. L’élément ds’ symé- 
trique de ds par rapport à laxe développe une force de même intensité 
dont la direction est symétrique de df par rapport à Op. 

Leur résultante est dirigée suivant laxe, il suffit donc de considérer 
les projections des différentes forces élémentaires df sur la direc- 
tion Op. 


exerce sur la masse unitaire (+ 1) placée en p une force df = 


Fr k.o.ds.cosa 
Ona H = f df.cos a= À p = ko (° do = kow 


J0 


r? 


EE e 


œ% est l'angle solide sous lequel 
du point p on voit tout le 
disque. 

Pour un point infiniment 
près du disque œ = 2 x et Pin- 
tensité du champ devient : 


H=2%x.k.0c .... (25 — 5) 


On peut trouver le potentiel Fig. (25 -4). 
en p en faisant le calcul de la 
facon suivante (fig. 25 — 4). Considérons une couronne circulaire du 
disque comprise entre les cercles de rayon r ct r + dr. L’aire élémen- 
taire contient une masse o2zxr dr d’agent et le potentiel d V qu’elle 


crée au point p de l’axe du disque est : 
SrA meed 
AV S — 
V r? + x? 


En intégrant pour tout le disque 


V=92x.k.o.() R? +æ -— x) .. (25 — 6) 


d’où on peut tirer la valeur de l'intensité du champ par dérivation 


dV x 
H = SE — nr D 2 x.k.o (1 — cos a) 
dx R? + x: 


formule identique à (25 — 4) (1). 


Remarque. — Si la masse unitaire (+ 1) traversait la couche d’agent, 
intensité du champ conserverait le même module 2x ko, mais le 
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vecteur changeraiïit de sens. Il s’ensuit pour l’intensité du champ une 
discontinuité égale à 9x. k.0— (—9x.k.0) = 4x.k.c. 


(La même discontinuité est observée dans le cas d’une couche sphé- 
rique lorsque (+ 1) traverse la couche de l’extérieur H = 47x. k.o vers 
l’intérieur H = 0). 

La variation du potentiel calculée par la formule (25 — 6) ne pré- 
sente pas de saut brusque en passant à travers le disque (fig. 25 — 5). 


2RKRO 


Fig. (25 - 5). 


d) Démontrons au’infiniment près d’une surface équipotentielle 
non fermée quelconque chargée d’agent, l’intensité du champ est égale 
à 2x k0, o étant la densité superficielle d'agent à 
l’endroit de la surface où l’on recherche l'intensité 
du champ (fig. 25 — 7). 

Soit ds un élément suffisamment pelit pour pou- 
voir être assimilé à un plan. Construisons le tube 
de force s’appuyant sur le contour de ds. Dans le 

Fig. (25 - 7). voisinage immédiat de la surface équipotentielle 
ce tube de force cylindrique a ses génératrices nor- 
males à ds. Coupons ce tube par deux surfaces équipotentielles infini- 
ment rapprochées et situées de part et d’autre de ds. Appliquons au 
volume ainsi déterminé le théorème de Gauss. Aucun flux ne s’échappe 
par la surface latérale et on a : 
dN = H.ds + H.ds = 2H.ds = 4k.x.2m=—=4k.x.c.ds 


d’où H = 2x.k.ø. La discontinuité que subit l'intensité du champ 
en traversant la couche chargée est encore égale à 4xk o. 


(1) En effet, traçcons du point p une sphère de rayon égal à y R? + r?° (fig. 25-6). 
La hauteur de la calotte sphérique découpée sur cette 
sphère par le disque est y R? + æ — x. La surface de la 
calotte est 

S = 2n Y R? + æ (y Rè -+ x — 2x) 
et l’angle solide 


S 


x 
D = — r = 2n (1— 


VEe 


) = 2x (Í — cosa) 
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c) DOUBLET D'AGENT NEWTONIEN (fig. 25 — 8). 


Le doublet est formé de deux masses d'agent (+ q) et (— q) de même 
valeur absolue mais de 
signe contraire, placées à 2 


. > 27, 
une distance l l’une de Pie 
l’autre. Recherchons au He A 
point p l'intensité du 

-> . 
champ H et le potentiel V 


dus à ce doublet ; Y et T” 
sont respectivement les 
distances des masses + q Fig. (25 - 8). 

et — q au point p. Suppo- 

sons que les distances r’ et r” sont beaucoup plus grandes que l, si 0 


=> — z 
est Pangle formé par r et l on peut écrire très approximativement : 
PP er E 
Le potentiel du point p est 


1 1 EEE A l. 0 
V= kq |5 |= rai ka 2 


r’ p” r’ r” r? 


Posons À = ql, Å porte le nom du moment du doublet, c’est une 


. . . r . -> . . » 
grandeur vectorielle dirigée suivant 7 dont le sens positif est celui 
de —q à +q, 


1 
1 \ ý | =) 
V=k.d = =) cos8= A.A —— cos 0 
T? 
ce qui est équivalent au produit scalaire 
Š 1 : 
FE pre) ... (25 — 7) 


L’intensité du champ au point p est : 


dV 24.k.cos0 
fe cb ne 088) 
dr r? 


Il est à remarquer que dans ce cas l'intensité du champ est inverse- 
ment proportionnelle au cube de la distance du doublet. 
Les deux formules de V et de H permettent en variant © et r de 
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tracer les surfaces équipotentielles (traits pleins) et les lignes de force 
(traits interrompus) (fig. 25 — 9). 


f) COUCHE DOUBLE. 


Considérons deux disques identiques -d +6 
circulaires coaxiaux et de rayon R char- 
gés uniformément d’agent, Pun négati- 


vement — o et l’autre positivement + v. ne P N 
Ces deux disques, très rapprochés Pun AE 

de l’autre, forment une couche double | | 
d'agent (fig. 25 — 10). Fig. (25 - 10). 


Le potentiel au point p situé sur laxe commun du côté du plateau 
positif est : V = V, + Va 

V, étant le potentiel dû au disque positif et V, celui du disque 
négatif, (25 — 6) donne : 

V=V,-V,=2x.k.o [L+ V R + — V R? +(x +D] 
soit très approximativement en développant le second radical par le 
binôme de Newton : 


x 
V = 2ak.o.1|1 — == = 2x.k.c.l (1 — cos a) 
V R? + z? 
L'intensité du champ au point p est 
dV R> 
He es E E O 
dx CRE + x3) 
En posant par analogie avec le doublet, que le moment de la couche 
double T 
mS oA 


(c’est le moment formé par le doublet de masses + o et — o réparties 
sur unité de surface de chacun des disques), on a 


V=2z.k.A |1 —— Æ  _|tH=9nx.k. 
E Rapa 


R2 
n er 
(R? + x2)2/2 
.. (25 — 9) 
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On trouve les mêmes expressions précédées du signe moins pour un 
point p situé symétriquement à la distance x mais du côté du plateau 


? . => . . , . -> 
négatif. Le long de l’axe, H est constamment dirigé suivant l. 


` => . . . . , 
Ces formules montrent que H ne subit pas de discontinuité brusque 
en traversant la couche double et que la discontinuité de V est égale 
à 4xk À. Le diagramme (fig. 25 — 11) indique les variations de V et 


de H en fonction de x. 


Fig. (25 -11). Fig. (25 - 12). 


On peut concevoir une double couche quelconque chargée unifor- 
mément des densités + o et — o, comme formée d’une juxtaposition 
de petits doublets élémentaires de surface plane ds (fig. 25 — 12). 

Le potentiel dV dû à un élément de la couche double élémentaire 


&k.o.l.ds.cos® 


est au point p: dV = + = et si langle solide do sous 
r“ 


lequel du point p on voit l'élément de surface ds est dV = + k.o.l.do, 
le potentiel dû à toute la couche double s'obtient par intégration 


{E + ONE t do k&:.0:.1:60 


Si comme précédemment on pose À = 0.1. 
V=+k.A.u ... (25 — 10) 


où w est langle solide sous lequel 
on voit, du point p, toute la couche 
double ; œ est positif lorsque de p 
on voit la face positive. 


g} DROITE ILLIMITÉE, suivant la- 
quelle un agent newtonien est 
déposé uniformément à raison de la 
densité « linéique » 2 (fig. 25 — 13). Fig. (25 - 13). 
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Recherchons l'intensité du champ au point p distant de a de la 

droite. L'élément di agit sur (+1) placé en p avec une force 

k.à.dl La 

df = ——— et par raison de symétrie, intensité du champ est diri- 
T 

gée suivant la perpendiculaire abaissée de p sur la droite ; il suffit 

donc de considérer la projection de df sur cette direction et d’en faire 
Pintégrale 


+% dl. 
Er e 
16 r= 
dl .cosa a 
OT mi, a EE = 
r cosa 
f kih frs Ik. 
d’où H = | cos a.da = ... (25 — 11) 
d den d 


h) CYLINDRE CIRCULAIRE, chargé uniformément d’une densité super- 
ficielle v. 


La section droite de ce cylindre est représentće dans le plan du 
tableau. 

1. À l’intérieur (fig. 25 — 14). 

Par un point p quelconque faisons 
passer deux plans parallèles à l’axe du 
cylindre et formant entre eux un angle 
dièdre da. Ces plans découpent sur le 
cylindre des bandes de largeur dl et dł. 
L'action de chaque bande sur la masse 
+ 1 supposée au point p peut être con- 
fondue avec celle d’une droite chargée 
uniformément d'agent o. dl et o.dl’ par 
unité de hauteur. 

Il en résulte au point p deux forces 
directement opposées 


2k.0o.dl 2k.0o. dl 
Fig. (25 - 14). d= 2 et dff = —— 
r r’ 
dl.cos ß dl’ .cos ß di dl 
Comme d’autre part da = M RS = ——— ona E = > 
r r 


df et df’ égales et opposées s’annulent. Il en est de même pour toute 
autre bande cylindrique ; de telle sorte que le champ est nul à l’inté- 
rieur d’un cylindre uniformément chargé. 
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2. A l'extérieur (fig. 25 — 15). 


Par p menons deux plans parallèles à l’axe du cylindre formant un 
angle dièdre da. Ces plans découpent sur le cylindre une bande de 
largeur dl dont l’action est 


_ 2 k.o.dl 
Te 


df 


Par raison de symétrie 
l'intensité du champ sera 
dirigée suivant la perpendi- 
culaire abaissée de p sur 
l'axe du cylindre ; il suffit Fig. (25 - 15). 
donc de considérer les pro- 
jecUons des forces élémentaires sur cette direction O p. 


2k.6.dl.cosa 
DE AFS QE S 


r 


T D 
Sı p’ esl le point conjugué de p par rapport au cylindre, ER. 
dl. cosa i 
et dB e a a 
r 
d’où H Sa 4x.k.o. R 
où -JEPE Do  — 
Do D 
et si l’on pose la quantité d'agent déposée sur l’unité de hauteur du 
2 k.2 
cylindre égale à À = 2x.R.0, on a H = pe 


Tout se passe également comme si tout l’agent était déposé unifor- 
mément sur laxe du cylindre. 


$ 26 


a) L'expérience montre que l'électricité se répartit à la surface 
des corps conducteurs. 

Pour expliquer physiquement ce phénomène, admettons que le 
corps conducteur (métallique) possède un grand nombre d'électrons 
libres. Ces électrons peuvent alors être assimilés aux molécules d’un 
gaz parfait auquel la théorie cinétique est applicable ; les électrons 
sont dans un état d’agitation qui dépend de la température ; tout 
comme les molécules d’un gaz, ils transportent et propagent certaines 
grandeurs physiques, en particulier des charges électriques. Les élec- 
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trons chargés négalivement se repoussent l’un l’autre et ont tendance 
à quitter le conducteur. Dès qu’un certain nombre réussit à quitter le 
conducteur, celui-ci, ayant perdu ses électrons, se charge positivement 
et rappelle les électrons échappés. Il se forme alors une couche double 
d'électricité auprès de la surface métallique. Si de nouveaux électrons 
cherchent à quitter le métal, ils rencontrent la couche double qui, pour 
être franchie, demande une énergie considérable par unité de quantité 
d'électricité. 

Le saut de potentiel à travers la couche double est exprimé par 
4.x. A 


(25 — 10), soit par : ya 
Cetle discontinuité de potentiel porte le nom de « barrière de poten- 
tiel ». 
On conçoit que si des charges électriques sont déposées sur les con- 
ducteurs, Pagitation électronique les transporte à la surface du con- 
ducteur de façon à réduire au minimum leurs actions répulsives mu- 


tuelles. 


L'hypothèse du gaz «électronique » (électrons libres) se justifie 
par la façon dont les corps se comportent vis-à-vis de la chaleur et 
de l’électricité. Cette hypothèse est, dans cerlains cas, nettement en 
opposition avec l’expérience. Il faut admettre que les électrons abso- 
lument libres n’existent pas, leur liaison est quantifiée ; cette restric- 
tion explique, avec assez de précision, les phénomènes de conducti- 
bilité électrique et calorifique. 


Pour une sphère conductrice chargée uniformément d’agent à la 
densité superficielle o, l'intensité du champ en tous points intérieurs 
est nulle ; le potentiel reste par suite constant à l’intérieur de la sphère. 


L'expérience montre que, dans le cas d’un corps conducteur de forme 
quelconque chargé d’électricité, intensité du champ électrique en tout 
point intérieur est nulle. 


La surface extérieure est une surface équipotenlielle. Sil n’en élait 
pas ainsi, l’intensité du champ en un point de la surface ne serait pas 
normale à celle-ci et admetirait une composante tangentielle. Celle-ci 
déplacerait la charge à la surface jusqu’à l’établissement d’équilibre 
qui aurait lieu lorsque la surface du corps serait équipotentielle. 


Maxwell a montré mathématiquement la loi de la variation de la 
densité superficielle o à la surface d’un ellipsoïde : en tout point de Ha 
surface, la densité o est inversement proportionnelle au rayon de cour- 
bure de la surface en ce point. 
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L’expérience monlre qu’il en est de même pour un corps de forme 
quelconque 


L'expression H = - grad V montre que H dépend uniquement de la 
variation du potentiel et non de la valeur absolue de celui-ci. La diffé- 
rence de potentiel V, — V, existant entre deux corps A et B reliés 
par un conducteur détermine le déplacement des charges électriques 
dans le sens des potentiels décroissants (de + vers —). 

Puisque les actions éleclriques dépendent uniquement de la diffé- 
rence des potentiels, il est possible de choisir arbitrairement un corps 
auquel on a attribué le potentiel zéro. Du point de vue expérimental 
il est commode de supposer que le potentiel de la terre est nul ; le 
potentiel d’un point est alors la différence entre le potentiel de ce 
point et celui de la terre. Le potentiel du point est positif ou négatif 
suivant qu'il est plus grand ou plus petit que celui de la terre. 


b) THÉORÈME DE COULOMB. 


Recherche de l'intensité du champ en un point p infiniment près 
d’un corps conducteur chargé d'électricité (fig. 26 — 1). 

Soit o ds la quantité d’électricité répartie sur ds 
choisi dans le voisinage de p ; ds est une surface 
équipocentieile. Construisons un tube de force 
s'appuyant sur le contour de ds et fermons-le à 
l'extérieur du corps par une surface équipotentielle 
passant par p et à l’intérieur par une surface quel- 
conque. Dans la faible étendue qui sépare les 
deux surfaces équipotentielles, le tube peut être considéré comme 
cylindrique, par suite la surface qu’il découpe sur la surface équipo- 
tentielle passant par p est égale à ds. Appliquons au petit volume ainsi 
délimité le théorème de Gauss. Le flux ne peut s'échapper de ce 
volume qu’à travers la surface ds passant par p. En effet, sur toute 
la surface latérale du tube de force, l'intensité du champ est perpen- 
diculaire à la normale à la surface (cos & = 0) et pour tous points de 


. —> 
surface intérieure H = Q0. 
On a donc : 
4 x 4 xo 


4. f 
dN=H.ds= =" agad; doule ,,..(26-—1) 
€ € € 
(résultat déjà connu dans le cas d’une sphère uniformément chargée 


d'électricité). 
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C) THÉORÈME DES ÉLÉMENTS CORRESPONDANTS. 


Soit deux corps conducteurs À et B. Plaçons sur À une quantité 
d'électricité q positive, par exemple. Une petite surface ds du corps A 
porte une charge électrique 

dq = 6.ds (fig. 26 — 2). 
A Un tube de force partant 
de ds découpe sur le corps B 
glas aya) une surface ds’ où une 
/ quantité d’électricité o ds’ 
—— Le apparaît par suite de Pin- 

fig. (26 - 2). fluence dg’ = 6’, ds’. 

Fermons le tube de force 
par deux surfaces quelconques intérieures Pune au corps A, lautre 
au corps B. Aucun flux ne s'échappe au travers de la surface du 
volume ainsi formé (en tous points des surfaces terminales du tube, 
l'intensité du champ est nulle). En appliquant le théorème de Gauss 


t.z 
à ce volume, d N = 0 = —— (dq + dq’), ou encore dq = — dg. 
€ 
Pour tous les conducteurs environnant le corps A on trouvera 
q = — È dg 


ce qui s'énonce : à une charge q correspond sur les corps environnants 
une charge — q équivalente et de signe contraire. 


d) PRESSION SUPERFICIELEE. 


Considérons un conducteur chargé d'électricité. Au point p exté- 
rieur au corps mais infiniment près de la surface, placons une charge 
unitaire + 1. Soit dans les environs de p un élément ds de la surface 
du corps. La quantité d'électricité qui s’y trouve répandue est o. ds. 

| ' 4x ; ; 

L’intensité du champ au point p est: H = — o et l'intensité du 

€ 
champ est nulle au point p’ intérieur, infiniment voisin de ds. D’autre 
part, en isolant la petite surface ds, qui peut être regardée comme un 


petit disque plan chargé à la densité 6, l'intensité du champ au point p 


2a 
est H, = — o et au point p’, elle a la même valeur changée de signe. 
€ 


H, désigne intensité du champ due à la charge de tout le corps duquel 
la charge 6. ds a seule été retirée. Si tout le corps chargé agit, on aura 
en p et en p’ l’intensité résultante : 
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4 x 27.0 
H = H, + H,. Pour le point p, H = — 6 = e E 
$ E E 
: ANG 
et pour le point p’, H = 0 = — + À, 


Ces deux relations ne sont satisfaites que si 


Si on enlève la charge électrique répartie sur la surface élémen- 
taire ds, le restant du corps exerce sur la charge unitaire (+ 1) placée 


An 
en lieu et place de o. ds une force égale à — o. 
€ 


Par suite, la force d F avec laquelle le restant du corps repousse 
la quantité d'électricité o. ds qui se trouve sur ds est 
27.0? 
AFF = css is 
j € 


En calculant cette force par unité de surface, on obtient la pression 
superficielle : 


p = —— = — ... (26 — 2) 


e) POUVOIR DES POINTES. 


Considérons un conducteur chargé présentant une pointe : à cet 
endroit, le rayon de courbure p de la surface est très petit. Comme 
l'électricité se répartit sur la surface du corps avec une densité o 
inversement proportionnelle au rayon de courbure, la densité à la 
pointe est très élevée. Dans les environs de la pointe, le champ élec- 


b 4 TT . 
trique H = — o est très intense, il est parfois suffisamment important 
€ 


pour ioniser les molécules du diélectrique qui entoure la pointe, il y 
a déplacement d'électricité transportée par les ions. 


f) ECRAN ÉLECTRIQUE. 


Les lignes de force électrique qui aboutissent à la surface d’un 
conducteur creux placé dans un champ, y présentent une discontinuité 
du fait que l'intensité du champ est nulle à l’intérieur d’un corps con- 
ducteur. 
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Les différents corps que l’on placerait à l’intérieur de l’enveloppe 
conductrice sont soustraits à l’action du champ. L'expérience montre 
qu'il n’est même pas nécessaire que l’enveloppe conductrice soit con- 
tinue, il suffit de la constituer d’un grillage métallique. Cette enve- 
loppe protectrice porte le nom d’« écran électrique ». 


g) PARATONNERRE. 


Suivant certaines circonstances climatériques, des nuages peuvent 
être porteurs de quantités d'électricité très importantes ; ils pré- 
sentent par rapport au sol une différence de potentiel très impor- 
tante (de l’ordre de 107 volts). En se basant sur le pouvoir des pointes, 
on pourrait imaginer que pour protéger une maison il suffirait de 
placer sur le faîte du toit une pointe métallique reliée au sol. L’expé- 
rience montre qu’une telle pointe est capable de débiter seulement un 
courant de l’ordre de 10° ampères dont l'effet tendrait à neutraliser le 
nuage. D'autre part, les évaluations du courant observé lors des coups 
de foudre sont de l’ordre de 500.000 ampères ; l’action d’une pointe 
est par conséquent absolument négligeable. 


La seule protection efficace d’un bâliment est basée sur l'effet 
d'écrans électriques. Un grillage métallique à maille peu serrée mis à 
la terre et entourant de toute part le bâtiment a un effet de protection 
très marqué. 


$ 27. - CAPACITÉS. CONDENSATEURS 


a) Considérons un corps conducteur À entouré d’une série de corps 
conducteurs B, C, D reliés métalliquement entre eux ; ils sont en 
relation avec le sol et en sont sup- 
posés très éloignés. Le potentiel du 
sol étant conventionnellement pris 
égal à zéro, les potentiels des corps 
B, C, D, sont aussi nuls (fig. 27 — 1). 

Communiquons au corps À une 
charge + Q. Par influence, des 
charges — qp» — qlo — 4, apparais- 
sent sur les corps B, C et D, car les 
charges posilives + qp +q,, +4, 
sont par définition repoussées le 
plus loin possible, c’est-à-dire dans 
Fig. (27-1). le sol. 
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On a évidemment la relation de modules 


ee geo 


La façon dont les charges sont distribuées à la surface des diffé- 
rents corps dépend non seulement de leurs formes mais aussi de leurs 
positions relatives ainsi que du diélectrique qui les sépare. Soit dq 
la quantité d'électricité répandue sur une surface élémentaire ds de 
l’un des corps À, B, C, D et r la distance qui sépare ds d’un point p 
de la surface du corps A. La surface de À est équipotentielle et son 
potentiel est égal à : 


2 


1 
Vo s V S a 
£ 


+ sl nine RER ue 
e€ JQ * pe Ig l = GE z I, Ti r 


r r 


q 1f. dq dqa dq . dq 
: 


Si l’on place sur À une charge n fois plus grande, les charges appa- 
rues sur B, € et D par influence deviennent aussi n fois plus impor- 
tantes, les distances r ne subissent aucun changement ; le potentiel 
de À devient aussi n fois plus grand, de sorte que, dans un système 
donné, le rapport de la charge Q répartie à la surface d’un conducteur 
à son potentiel V reste constant. 

Le rapport 

Ce ....(27 — 1) 


définit la capacité du corps conducteur. 


Supposons que les conducteurs B, C et D réunis métalliquement 
entre eux ne soient pas reliés au sol. Chargeons le corps A d’une part 
et l’ensemble B, C, D d'autre part de quantités d'électricité égales et 
de signes contraires. Comme précédemment on calcule le potentiel V, 
du corps A et le potentiel V, de l’ensemble des corps B. C. D. Si l’on 
augmente les charges déposées sur les différents corps les potentiels V, 
et V, ainsi que leur différence V, — V, augmentent dans le même 
rapport. 

Le rapport de la charge de A à la différence des potentiels V, — V, 
reste constant et définit la capacité C du corps A par rapport aux 
autres corps B, C, D du système envisagé. 


DET EE .... (27 — 2) 


Un condensateur est un système de deux conducteurs À et B séparés 
par un milieu diélectrique, qui présentent l’un par rapport à l’autre 
une capacité C. Si sur les corps À et B on dépose des quantités d’élec- 
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tricité + Q et — Q qui déterminent les potentiels V, et V 
cité C du condensateur est donnée par 


Q 
v — ÿ. 


A B 


la capa- 


B’ 


bre 


La capacité d’un condensateur dépend de la forme géométrique des 
deux corps ou armatures, de leur position relative et de la nature du 
diélectrique qui les sépare. 

La dimension de la capacité 

| MEET SL" 
[V] MYE Le. FA 
est une longueur ; l’unité C.G.S. électrostatique de capacité est le 
centimètre. 


bD) CONDENSATEUR SPHÉRIQUE. 


Ce système est formé par deux sphères conductrices concentriques de 
rayons r, et r 

Supposons que + Q soit la quantité d'électricité déposée sur la 
sphère intérieure et — Q celle déposée sur la sphère extérieure. L’élec- 
tricité se répand uniformément sur chaque sphère. Le potentiel V, de 
la sphère intérieure se compose de deux parties V! et V, dues respecti- 
vement à la sphère intérieure et extérieure. 


1 
pa 


l > 
€ Ti 


V = — 


1 Q 
2 £ Po 
(le potentiel est constant en tout point intérieur d’un corps chargé 


d'électricité répartie à sa surface) d’où 


AEE E PE 


r, 
2 


Le potentiel V, de la sphère extérieure est de même 


1 
V, = y” a y” y” E Q 
= 1 2 1 € r 


2 


Le potentiel se détermine comme si toute la charge de la sphère 
intérieure était localisée au centre et 
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d’où 


Par suile 


Ce E Lean 8) 


Remarque. 


Considérons la sphère intérieure et supposons que le rayon de la 
sphère extérieure croisse indéfiniment (r, = +) et de plus, si le système 
est plongé dans le diélectrique vide (e = 1), C = r, ; la capacité d’une 
sphère isolée est en unité C. G. S. électrostatique numériquement égale 
à son rayon. 


cC) PROCÉDÉ A SUIVRE POUR LA DÉTERMINATION DE LA CAPACITÉ D'UN 
CONDENSATEUR. 


Connaiïssant la forme géométrique, la position relative et la nature 
du milieu qui sépare les deux armatures du condensateur, on déter- 


mine successivement : 
1° La répartition de la densité o sur chacune des armatures ; 
2° La configuration du champ électrique créé entre les armatures ; 
3° L'application du théorème de Gauss à un tube de force partant 
d’une des armatures et passant par un point P, détermine la variation 
=> . . LL 
de l’intensité H du champ en fonction de la position de P ; 
4° Par la formule 
V = - | H.dn 
on détermine la différence de potentiel V, — V, entre les deux arma- 


tures ; 
5° La quantité d'électricité déposée sur une armature : 


Q = 1. c. ds 
6° La capacité est alors déterminée par le rapport 
Q 
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A moins de connaître l'équation des lignes de force électriques, on esl 
obligé, hormis quelques cas simples, de faire des hypothèses simplifi- 
catrices sur la configuration du champ pour rendre les calculs 
possibles. 


d) CONDENSATEUR PLAN. 


Ce système est constitué par deux plans conducteurs parallèles, 
situés à faible distance l’un de l’autre (fig. 27 — 2). 


Relions métalliquement les deux plateaux du con- 

densateur à une pile en intercalant une clef dans le 

nr circuit. En fermant la clef, la pile fait apparaître une 
charge croissante + Q sur un plateau et une charge 

— Q égale mais de signe contraire sur l’autre. L’équi- 

libre est établi lorsque la différence des potentiels 

V, et V, qui existe entre les plateaux est la même que 


celle qui existe entre les bornes de la pile. 
Fig (720). | 
1° Supposons sur toute l'étendue de l’armature une 


répartition uniforme de la densité o d'électricité. On néglige ainsi la 
variation évidente de la répartition de l’électricité sur les bords des 
armatures. 


2° Les deux plateaux conducteurs sont des surfaces équipoten- 
tielles ; comme ils sont parallèles et très rapprochés, le champ élec- 
trique est uniforme entre les armatures. Ceci cesse également d’être 
vrai aux environs des bords de l’armature. 


4 x 


3° L’intensité du champ est H = 5. RRE P es N 


En effet, la charge unitaire (+ 1), supposée placée entre les armatures, 
se trouve très près de chacune d'elles ; elle est repoussée par Parma- 


ture positive avec une force égale à o et est attirée par armature 


£ 
négative avec une force égale et de même sens. La force résultante, 
c'est-à-dire l'intensité du champ est donnée par la somme ; d’où 


4° La différence de potentiel entre les armatures se calcule en 
partant de 


dV = — H . dx qui intégrée donne *4dV = -H 5 dx, soit 
vi O 


À x 


£ 


v 


V,—V, =H.D— o. D 


D étant la distance qui sépare les denx armatures. 
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5° Si S est la surface de l’armature, la quantité d’électricité déposée 
sur l’une des armatures est égale à Q = 0.8. 


6° La capacité du condensateur est : 


a SET (27 — 5) 
y —V, 4a. D aE 


La formule montre que pour augmenter la capacité d’un condensateur 
plan on doit augmenter la surface S de ses armatures, diminuer la 
distance D qui les sépare et interposer entre elles un diélectrique dont 
la constante e est élevée. 


On ne peut diminuer D en deçà de certaines limites imposées par la 
différence de potentiel qui sera appliquée aux armatures afin d'éviter 
le percement du diélectrique. Pour les petites différences de potentiel 
(quelques volts) on construit des condensateurs électrolytiques à 
capacité très élevée. Les armatures sont constituées par des plaques 
d'aluminium et le diélectrique par une couche extrêmement fine 
d'oxyde d’aluminium formée par réaction électrolytique sur les 
plaques. Pour les différences de potentiel normales (quelques dizaines 
ou centaines de volts), le diélectrique est généralement constitué par 
du papier paraffiné, ou mieux, par du mica. Pour les très grandes 
tensions on recourt généralement à lhuile comme diélectrique. 


La formule (27 — 5) exprime la capacité en centimètres lorsque la 
surface S et la distance D sont exprimées en cm? et en cm. 


e) ASSOCIATION DES CONDENSATEURS. 


1. Soit C, Cy... C, les capacités respectives des différents conden- 
sateurs couplés en parallèle (fig. 27 — 3). 
En reliant le système à une pile, les armatures en com- | 
munication avec la borne positive de la pile se chargent i 
des quantités électricité + Q,, + Q, ... + Q, et les arma- | 
Cz 


tures opposées se chargent des mêmes quantités négatives. 
Toutes les armatures positives étant reliées entre elles 
sont au même potentiel V,, et toutes les armatures néga- | 
tives au même potentiel V, de sorte que l’on peut écrire : Fe. 


CV Ve O0 CV = OR OC =.) VAE GRR 
Le système entier a pris du côté positif la charge 


Q — Q, T Q, TOF ARRA Q, 
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et présente entre les armatures une différence de potentiel V, — V, ; 
sa capacité C est donc définie par le rapport 


+0,+....+0Q 
C= Q o Q Q» CR de .. (27 — 6) 


yen O Vo, 


L'association des condensateurs en parallèle présente une capacité 
égale à la somme des capacités des condensateurs associés. 


2, On associe les condensateurs « en série » en reliant une armature 
d’un condensateur à l’une des armatures du condensateur suivant, 
tandis que l’autre armature est reliée à l’armature du condensateur 
précédent et ainsi de suite (fig. 27 — 4). Lorsqu'on relie les armalures 

extrêmes de ce système à une pile, armature 
gauche du premier condensateur se charge 


T “ d ve I d’une quantité d'électricité Q positive par 
Me Re exemple. Par influence, l’armature droite de 
Fig. (27 - 4). ce condensateur se charge de — Q, la charge 


équivalente + Q étant refoulée sur l’armature 
gauche du second condensateur. Cette charge apparue influence à son 
tour l’armature opposée du second condensateur et ainsi de suite. 
Finalement l’armature gauche du nième condensateur recoit une 
charge + Q qui est tenue en équilibre par la charge — Q déposée par 
la pile sur l’armature droite du dernier condensateur. 

Soit alors V ,V,, V, ... V, les potentiels des conducteurs avant le 
premier condensateur, après le premier, après le second... après le 
dernier. Les capacités des différents condensateurs sont 

Q 
1 1 2 n—] 


n 


C 


Le système entier a pris une charge Q et une différence de potentiel 
V — V existe entre ses armatures (armatures extrêmes). Sa capacité € 
est donc définie par le rapport 


4 1 V — V 
C = ———— OU encore — = — — 
Per: C Q 
Mais l'identité V — Voia QE ENV e= Vl esa T (Ve V ) 
t d’écri k | + : + + | 
erme écrire CE O LE Ms, seb 
Gode oc C. 
C i (27 — 7) 
ou = mn de = 
encore i i i 


íl 
M CES CR a 
a tr 
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En associant les condensateurs en série, la capacité combinée est 
égale à l’inverse de la somme des inverses des capacités des conden- 
sateurs associés. 


Dans le cas particulier de deux condensateurs C} et C, associés en 
série, la capacité combinée est 


n~ 
| 
j 
| 
[Q 
C3 
[Ra 


Si les deux capacités sont égales C, = C, leur association en série 
présente une capacité 


égale à la moitié de l’une des capacités associées. 


f) CONDENSATEUR CYLINDRIQUE. 


Le système est constitué par deux cylindres C, et C, coaxiaux de 
rayons r, et ro. 

Le champ électrique est radial et en utilisant le raisonnement pré- 
cédent on trouve que la capacité cylindrique est par unité de longueur 


Gén ..e (27 = 8) 


g) DEUX CYLINDRES D’AXES PARALLÈLES. 


Deux cylindres indéfinis €, et C, parallèles de même rayon R dont D 
est la distance d’axe en axe. 


Nous supposerons que cette distance D est beaucoup pius grande 
que le rayon R du cylindre. 


A cause de la grande distance qui sépare les criindres, les charges 
électriques déposées sur l’un d’eux n’influencent presque pas l’autre 
et on peut supposer ainsi que la densité d’électricité o est constante 
sur toute la surface du cylindre. 


Dans ces conditions, sur tout point extérieur tout se passe comme 
si toute la charge était uniformément répartie le long des axes des 
cylindres. 
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La capacité du système par unité de longueur des cylindres est 


Cette formule est applicable pcur calculer la capacité d’un système 
de deux fils conducteurs parallèles et très écartés l’un de l’autre. 


h) CONDENSATEUR FORMÉ PAR UN CYLINDRE ET UN PLAN PARALLÈLE 
A L'AXE DE CE CYLINDRE. 


Considérons le système formé par un cylindre circulaire de rayon R 
et un plan, parallèle au cylindre, situé à 
une distance d de l’axe de celui-ci. Sup- 
posons le rayon R très faible vis-à-vis 
de la distance d. En premier lieu, envi- 
p -~  sageons le système formé par deux cy- 


sl e lindres identiques circulaires de rayon H 
placés parallèlement à une distance 


= 2 d d’axe en axe (fig. 27 — 5). 


-Ql+Q 


Fig. (27 - 5). C= 


est la capacité par unité de longueur de ce condensateur. 

Par le milieu de la droite 00’ menons un plan perpendiculaire à 
cette droite. En vertu de la symétrie du système, ce plan est équipo- 
tentiel et son potentiel est zéro. Disposons suivant ce plan une mince 
feuille métallique ; elle subit les actions des cylindres chargés et deux 
charges électriques + Q et — Q apparaissent sur ses deux faces ; ces 
deux charges sont infiniment voisines et elles ne modifient pas le 
champ car ces charges sont formées d'éléments égaux et de signe 
contraire. La capacité du système n’est donc pas modifiée. On peut 
alors considérer le système ainsi créé comme composé de deux con- 
densateurs mis en série dont chacun est constitué par une armature 
cylindrique et une armature plane ; dans ce cas, la capacité résuitante 
est égale à la moitié de la capacité de l’un des constituants. Si C 
désigne la capacité recherchée (cylindre plan) on a 


€ 


C — ze ... (27 — 9) 
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§ 28. - PROBLEMES 


&) CHARGE PONCTUELLE EN PRÉSENCE D'UN PLAN CONDUCTEUR INFINI 
(fig. 28 — 1). 


Considérons un plan conducteur x non électrisé et, à une distance a 
de ce plan, un point M où nous localisons une charge électrique + q. 
Le tout est placé dans le vide (e = 1). 

En l’absence du plan x, le champ dû 
à + q est radial. Il s’agit de voir com- 
ment ce champ est modifié par la pré- 
sence du plan conducteur. Le plan x H 
conducteur doit en tout point de son a 
étendue présenter le même potentiel ; 
on ne voit pas à première vue com- 


4 
ment la formule V = Z 2: peut satis- Fig. (28-- 1). 
7 


faire à cette condition. Il est cependant facile d'obtenir un champ pour 
lequel le plan x est une surface équipotentielle, en plaçant au point M’, 
symétrique de M par rapport à x, une charge — q (on dit que la cnarge 
— q est l’image de + q dans le plan). 
{5 
En un point quelconque on a V = q e — — | et pour tout 
r r 

point p situé sur le plan x, comme r = r’ on obtient V = 0, ce qui 
prouve que ce plan est équipotentiel. 


La composante normale de l'intensité du champ est donnée par la 


formule : 
d 1 | 1 | 
av | er ‘ (+ 


n dn 1 dn dn 


Comme le plan x est équipotentiel l’intensité du champ est normale 
à ce plan et sa valeur en un point p infiniment près de la surface 


2 q.a 
ETEA. 


1° 


Soit o la densité d’électricité qui sous l'effet de + q est apparuc sur 
le plan à l’endroit considéré. Puisque l’intensité du champ très près 
q.d 
2 TS 
L’électricité est donc distribuée sur le plan suivant une loi inverse- 


d’une surface chargée est H = 4 z.o, il vient : o = 
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ment proportionnelle au cube de la distance r qui sépare le point p 
du plan à la charge +q. 

Si le plan est illimité la quantité d'électricité qui s’y trouve répartie 
est donnée par 


Va 


o=|| o.ds = —— | 


2x 
Jog u… @| 


et en considérant langle solide d œ sous lequel on voit du point M la 
surface ds, intégrale double se transforme en : 


q er 
= do == 
fem des 
La quantité d’électricité répartie sur le plan est égale et de signe 
contraire à celle localisée au point M. C’est le phénomène d'influence 
électrostatique qui doit être regardé comme une conséquence du fait 
que le champ ne pénètre pas dans les conducteurs. 
La force F avec laquelle le plan attire la charge punctiforme + q 
est la même que celle de l'attraction de + q par son image — q. 
On appelle F aussi la «force d’image » 
q? 


Ae esse == 1 


b) CHARGE PONCTUELLE EN PRÉSENCE D'UNE SPHÈRE CONDUCTRICE. 


Considérons au préalable le problème suivant (fig. 28 — 2) : 
Soit deux quantités d'électricité + q, et — q, placées dans le vide 
à une distance D l’une de l’autre ; recher- 


À chons la surface pour laquelle le potentiel 
ge F est nul. Admettons qu’en valeur absolue 
HR Le D qı > q>- Au point p distant de r, et r, des 
T E N charges q, et —q, le potentiel a pour 
a E valeur : 
Fig. (28 - 2). V= A = 1 


Prenons comme origine des coordonnées polaires p et 0, le point 
quelconque 0 ; il vient 


E pr Doz 2 p. D, .cos © 


r = p + D; — 2 p.D,.cos © 
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Oo < e 
de sorte que le potentiel s’annule si di TP soit lorsque la relation 
f; 72 


y en 


q T Pop D —2p.D,.cos 8 
est satisfaite, c’est-à-dire lorsque 
D q, 
p= — D, ; D, et on er — 
l D, I 


SA a à 
Le potentiel est nul sur une sphère de rayon P = } D,.D, et dont 
le centre se trouve sur la ligne q, q, en un point 0 tel que 


Soit une charge + q se trouvant à la distance D du centre d’une 
sphère conductrice de rayon P; 
deux cas sont à considérer : 

1° la sphère est mise en commu- 
nication avec la terre ; son potentiel 
est par conséquent nul (fig. 28 — 3). 

Nous pouvons considérer l’image 
— q’ de q répondant aux relations 
du problème précédemment traité, 
soit : 


D 2 
Bap e a (2) 


D’ Œ 
ou encore 
; , D’ p 
€ e Re — z= 
l 1 D T 
En un point p extérieur à la sphère, le potentiel est V = Kom — 
T a 
et en tout point de la surface sphérique, la densité superficielle est 
dV 
H © dn 
Onn Snie = =— 
4x 4 x 
, pP 
la charge totale de la sphère est 7’ = — q y ‘2 le flux provenant 


de + q et arrivant à la sphère mise à la terre est le même flux total qui 
serait émis par — g’. 
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2° Sphère isolée : Avant que la charge + q ne soit amenée auprès de 
la sphère, celle-ci était à état neutre. Etant isolée, la sphère doit encore 
rester neutre (mêmes charges + et —) 
quand elle est soumise à l'influence de 
+ q (fig. 28 — 4). Il faut donc, pour rem- 
placer l’action de la sphère, imaginer en 
plus de la charge — q’ se trouvant à une 
distance D’ du centre, une charge + 9’ 
Fig. (28 -4). placée de façon que le potentiel en 
tout point de la sphère soit constant et 


égal à i (1). I est facile de vérifier que cette condition est satisfaite 


lorsque + q’ est placée au centre de la sphère. Le potentiel en un 
point p à l'extérieur de la sphère est 
p q E q’ q’ 
r r’ r 
Pour le point A de rencontre de la sphère par la droite qui joint le 
centre à la charge + q, il est donc 
q q’ g 


yV EEE E E 
A D — À RD R 


ce qui donne, en tenant compte des expressions de q’ st de D’ 


Remarque. 


Si l’on éloigne la charge + q de plus en plus de la sphère et si en 
même temps sa grandeur s’accroit de manière telle que Pintensité du 
champ qu’elle développe à lendroit du centre de la sphère (si la 


« ld . LA . q b 
sphère était enlevée) soit constante H = DE ”’ son image — q’ se 


9 


A 


rapproche de plus en plus du centre (D = 5) où se trouve + q’. Le 
moment de ce doublet est 


9 
ò 


R 
g. D” = de FR. H. 


(1) En effet, le potentiel de la sphère conductrice est le même en tout point de 
celle-ci. Au centre, le potentiel est 


EQ 
= + à 
D R 
mais XQ = 0 puisque les charges positives et négatives apparues à la surface se 
neutralisent. 
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Il conserve une valeur constante; on obtient ainsi une double 
source ou dipôle placé au centre de la sphère défini vectoriellement 


par son moment À = RE (28 — 2) 


En faisant tendre D > œ et en augmentant g indéfiniment, on 
obtient un champ électrique qui est uniforme dans les environs de la 
sphère. La distance D’ entre + q’ et — q’ tend vers 
zéro et on en conclut qu’un conducteur sphérique 
isolé placé dans un champ uniforme se polarise de 
telle manière que les charges positives et négatives ——— 
qui apparaissent à sa surface extérieure puissent — 


Ps 


PR TRE RER ENS 
+ 


être remplacées par un dipôle de moment A=R.H a 
placé au centre de la sphère (fig. 28 — 5). 
Fig. (28 - 5). 


Il esl évident que, dans ce cas, les charges posi- 
lives et négatives se distribuent symétriquement 
par rapport au plan passant par le centre et normal à la direction du 
champ uniforme. 


§ 29. - ETUDE DES DIELECTRIQUES 


a) Pour comprendre le rôle joué par le diélectrique, rôle découvert 
par Faraday, reprenons le condensateur plan (fig. 29 — 1). 

Supposons que le diélectrique soit le vide. 

Lorsqw’on relie les deux armatures à une pile, une 
différence de. potentiel V, — V, apparaît entre les 


armatures et le champ H est uniforme ; 


se La densité superficielle o, électricité étalée sur 
les armatures est liée à l’intensité du champ par la 
Fig. (29 - 1). relation 


H = 4a. 0 sse 2T) 


(2) 

Si on introduit un diélectrique de constante e remplissant toute 
l'épaisseur D comprise entre les armatures, l'expérience montre lappa- 
rition d’une densité o différente de o, sur les parties des armatures 
en présence du diélectrique. La différence de potentiel V, — V, 
étant maintenue constante par la batterie de pile, intensité du champ 
ne peut varier (l'intégrale de ligne est constante) et sera 

Var 4x. 


H = e R Ri = 
i 5 .… (29 — 2) 
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d’où : o — £,0 ... (29 — 3) 


La batterie fournit un supplément de charge, qui par unité de sur- 

face est égal à 
Ee — Í 
A e r .. . (29 — 4) 

Dans lexpérience réalisée, le diélectrique est en contact avec les 
armatures ; d'autre part, expérience montre également que si un 
espace vide très petit est laissé entre le diélectrique £ et les armatures, 
la capacité et par suite la charge du système n’est pas modifiée de 
manière appréciable. Cependant l’armature métallique ne touche plus 
le diélectrique et comme la densité superficielle est o = s.o , Pinten- 
sité du champ H’ dans l'intervalle vide est H = 4x.0o=e.H. 

Dans le diélectrique, le champ conserve la même intensité H, car 
l'intégrale de ligne f, H, . dl prise entre les armatures a comme valeur 
Vi — V, maintenue constante par la batterie. Dans ce dernier raison- 
nement on néglige l'intégrale de ligne pour l’espace vide très petit 
entre le diélectrique et les armatures, ce qui est légitime. 

I s’ensuit que lorsque l’on passe du vide dans le diélectrique, lin- 
tensité du champ subit une discontinuité ; sa valeur passe de eH, 
pour le vide à H pour le diélectrique et ceci prouve qu’il y a appari- 
tion de charges électriques à la surface du diélectrique. Il revient au 
même de dire que le diélectrique placé dans un champ uniforme H, 
présente sur les faces terminales normales à la direction du champ 
une densilé superficielle o’ telle que 

e — 1 


OLEE 


H 
4 x k 


« Cest le phénomène de polarisation. » 

Les charges o’ qui, dans ce cas, apparaissent sur le diélectrique sont 
dites « charges liées » ; leur grandeur dépend de l'intensité du champ ; 
elles s’évanouissent avec lui. 

Par opposition à ces «charges liées », on 


. Dı D 
appelle «charges vraies » celles que l’on peut = 
placer dans un diélectrique. 

Va y 
b) APPLICATION. —- CONDENSATEUR PLAN A A. sd 


DIÉLECTRIQUE MULTIPLE. (Fig. 29 — 2.) 


Soit un condensateur plan dont l’espace 
entre les deux armatures est occupé par Fig. (29 -2). 
deux diélectriques de constantes €, el e, et d’épaisseurs D, 
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et D, ; H, et H, sont les intensités des champs uniformes à l’intérieur 
de ces diélectriques. Si l’on relie les deux armatures à une batterie, la 
différence des potentiels V} — V, = V est maintenue constante. L’expé- 
rience montre que rien ne sera changé, tant au point de vue des charges 
que des intensités de champ, si l’on glisse le long du plan S de sépara- 
tion des diélectriques une feuille métallique très mince. On obtient 
ainsi deux condensateurs plans de même surface mais de capacité C, 
et C, ; ces condensateurs sont reliés en série. 


Il vient 
E.S SEN 
CORRE LAC =: 
4x. D, i 4x. D, 
et la capacilé combinée est 
CG, S E .®, 
CR Re ee . +. (29 —5) 


Cr C À x Ceres D 


Si Q désigne la quantité d'électricité répandue sur une armature et o 
sa densité superficielle, on a 


e.e. V pi — 
d’où 4 x.o = _— PRO (290) 
DFE D, 
t MEA ls 2 V (29 — 7) 
€ por F = egs Dy Fena D, a E 
4x. 
à (9 — 8) 
$ £, E, D, + £, D, 
d’ou l’on tire la relation 
He Ne ... (29 — 9) 


Par définition, la différence de potentiels (intégrale de ligne) donne : 
Vous De: SH SDS 


Lorsqu'on passe du premier au second diélectrique, une disconti- 
nuité apparaît dans l’intensité du champ qui, brusquement, passe de 
H à H, ; à la surface de séparation de ces diélectriques apparaît une 


1 
quantité d'électricité « liée » dont la densité o’ se déduit de : 


4n. = H, -H = VA Te 
z ÉD ee Da 


Le raisonnement précédent, fait dans l'hypothèse où le diélectrique 
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est un milieu qui transmet passivement les actions électriques, permet 
de faire des calculs, mais en masquant le rôle joué par le diélectrique, 
il n’explique pas l'apparition des charges liées. 

Pour aller plus loin, nous éludierons dans ie détail et à l’échelle 
moléculaire, le phénomène de polarisation. 


Voyons auparavant le comportement d’un dipôle placé dans un 


champ uniforme H. L’axe de ce dipôle, constitué par deux charges 
punctiformes + q’ ei — q’ à la distance ! l’une de l’autre, fait un 
angle 0 avec le champ uniforme. Le champ agit sur +q’ avec une 

force F = q’. ; — q’ est soumis à la même force 

changée de signe. Le système de ces deux forces 
¿~ égales et de signe contraire constitue un couple € 
| qui tend à orienter le dipôle de manière à con- 


—— dd. fondre les directions de l? et du champ. (8 = 0) 
— ; (fig. 29 — 3). 
FT Ta 


La valeur du couple est 


Fig. (29 - 3). 
C = F.1.sin 9 ... (29 — 10) 


— —> 
En posant le moment électrique du dipôle À = qg’'.l, ona: 
C=aq.H.l.sim 9 = A.H.sin 8 


On évalue expérimentalement la valeur du moment À de la façon 
suivante : Le dipôle suspendu par son milieu à un fil sans élasticité 
s'oriente de facon que langle @ soit nul. Si l’on dévie le dipôle de cette 
position d'équilibre, il oscille et la période d’oscillation est donnée par 


la | 
| NT SO TD 


Q étant le moment d’inertie du barreau constituant le dipôle. 


e . . r => . r e r; 
Connaissant lintensité du champ H, si Pon mesure la période T 
on trouve À par cette formule. 


c) RÔLE DU DIÉLECTRIQUE. 


L'introduction d’un diélectrique de pouvoir inducteur £ entre les 
armatures d’un condensateur plan augmente e fois la capacité de 
celui-ci. Recherchons quelle est la signification de e. Depuis Faraday, 
et pendant de longues années, on s’est contenté d’une théorie qui attri- 
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bue une mobilité à l’électricité qui se trouve à l’intérieur des atomes 
et des molécules constituant le diélectrique (fig. 29 — 4). 

Si on introduit une petite sphère métallique dans le 
champ uniforme d’un condensateur, la capacité aug- 
mente ; par influence une charge positive apparail sur | 
la partie de la sphère en regard de l’armature négative i i 
et une charge négative en regard de armature positive. 
Dans le cas général, la distribution des charges dépend 
de la position de la sphère par rapport aux armatures. Fig. (29 - 4). 
Au lieu de considérer une sphère unique sur laquelle 
les charges égales et de signes contraires, apparaissent sur les deux 
calottes opposées, il revient au même de considérer deux sphères 
pleines identiques, l’une chargée positivement, l’autre négativement 
et qui, sous l'effet du champ, sont déplacées légèrement l’une par 
rapport à l’autre. 

Telle serait l’image d’une molécule (supposée sphérique) quand elle 
est introduite dans un champ électrique. Cette façon de voir est con- 
forme aux idées modernes sur la constitution de la matière. Un atome 
est constitué d’un noyau lourd chargé positivement et autour du noyau 
gravitent des électrons chargés négativement en nombre suffisant 
pour rendre latome électriquement neutre. Sous l'influence d’un 
champ électrique extérieur, les trajectoires électroniques se modifient 
et tout se passe comme si le centre de gravité des charges négatives 
était déplacé (fig. 29 — 5). 

Envisageons l’atome d’Hydrogène constitué par un noyau chargé 
de la quantité d'électricité + e, autour duquel gravite 
un seul électron portant une charge négative (— e). 
Lorsque latome n'est soumis à aucune action exté- 
rieure, la trajectoire électronique est quasi circulaire. 
Sous l’elfet du champ électrique extérieur, la trajec- 
toire s’allonge et à tout instant les centres de gravité 
des charges positives et négatives ne coïncident plus ; un atome qui se 
trouve dans cet état est assimilable à un dipôle. 

Il en est de même pour tous les différents corps, de sorte qu’il exis- 
terait pour tous les atomes ou toutes les molécules une déformation 
provoquée par le champ, qui serait la seule cause de l’effet diélec- 
trique., Cette déformation est du reste très petite, car un champ de 
1 volt/cm donne un déplacement qui est, comme ordre de grandeur, 
108 fois plus petit que le diamètre de l’atome. Si un si petit effet peut 
donner lieu à des constantes diélectriques très différentes de l’unité, 
cela est dû au fait que les charges élémentaires intérieures aux atomes 
sont très grandes eu égard aux dimensions atomiques. 


Fig. (29 -5), 
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En partant de la conception précédente de la molécule (sphère 
e — 1 
métallique), on démontre que lexpression a représente le volume 
réel des molécules contenues dans l’unité de volume de diélectrique. 
En appliquant cetle formule à la vapeur d’eau, on trouve que le volume 
occupé par les molécules d’un gramme de vapeur serait 5 cm, tandis 
que nous savons qu’un gramme d’eau liquide n’occupe qu’un cn. 

On trouve presque toujours que les constantes diélectriques, me- 
surées et interprétées comme dues à la déformation seule, exigent des 
volumes moléculaires plus grands qu’en réalité. On est donc amené à 
croire que la déformation n’est pas la seule cause de la réaction dié- 
lectrique, mais qu’en général les molécules peuvent encore créer d’une 
autre manière une polarisation électrique. M. Debeye donne la théorie 
suivante : d’après l’hypothèse d’Arrhenius on sait qu’un assez grand 
nombre de molécules en solution, comme par exemple HCI, se disso- 
cient en ions ; c’est-à-dire en parties libres portant des charges élec- 
triques. Bien que les deux constituants H et Cl soient intimement liés, 
une telle molécule présente une charge positive du côté de l’atome H 
et négative du côté Cl. 

Cette facon de voir entraîne une dissymétrie dans la distribution 
des charges. Cette dissymétrie existe même pour les molécules qu’on 
ne parvient pas à dissocier par les moyens ordinaires et elle est carac- 
térisée par le moment électrique À de la molécule envisagée. En général 
on s'attend à ce que ce moment électrique diffère de zéro et que, par 
exception seulement, la structure d’une molécule ait une symétrie 
telle que les centres de gravité des charges positives et des charges 
négatives coïncident (A = 0). 

Supposons que la molécule soit polaire (A fini). Le champ extérieur 
(ou champ de mesure) agit en alignant suivant les lignes électriques 
les moments permanents. La constante diélectrique augmente car 
l'effet d’« orientation » se superpose à l’effet classique de « déforma- 
tion ». 

Du moment que nous pressentons que ces deux effets coopèrent à la 
fois à la constante diélectrique, il s’agit de trouver une méthode pour 
les séparer. 

La première consiste à mesurer la variation de cette constante avec 
la température. En effet, l'orientation qui se produit étant entravée 
par les chocs moléculaires, doit diminuer lorsque la température 
augmente. La déformation, par contre, qui est un effet intérieur de [a 


ÉLECTROSTATIQUE 111 


molécule, ne change pas : čest bien le résultat donné par la théorie. 
On exprime en calculanl, d’après les mesures, l'expression 


_- #61 M 
e+2 d 


où M est le poids moléculaire et d la densité ; cette expression est la 
polarisation moléculaire. On observe qu’en fonction de la température 


absolue 0, la polarisation peut être représentée par P = a + a La 


constante à est une mesure de la déformation et B est une mesure du 


9 


a 


x, N —_siN 
3 3k 


représente le nombre d’Avogadro (N = 60,6 . 1022), A le moment induit 
par déformation dans une molécule et k la constante de Boltzmann 
(k= 1,37 . 10-16 erg) égale du reste à la constante des gaz : R =8,81.107 
erg divisée par le nombre ď’Avogadro. 


4 
moment dipolaire. On a en effet a Eo N.AetB — 


Pour À on trouve des valeurs de l’ordre de grandeur de 10-18, valeur 
conforme aux prévisions. Le moment doit, en effet, être le produit d’une 
charge de l’ordre de grandeur de la charge élémentaire égale à 4,77-10 
unités électrostatiques et d’une longueur de l’ordre des distances ato- 
miques dans la molécule, c’est-à-dire 10-8 cm. Pour l’eau, par exemple, 

= 1,84. 10-18. (Les expériences sont faites par la méthode des bat- 
tements de deux oscillateurs électriques.) 


Les formules simples citées plus haut ne sont valables que si la 
molécule peut être considérée comme absolument libre. Ce n’est stric- 
tement le cas que pour l’état gazeux. Mais si l’on fait une solution 
diluée de la substance dont on cherche à mesurer la constante diélec- 
trique non polaire, comme par exemple : 


H 
| 


| 
Æ “X H 
s7 ay 
C C 


le benzène | | 
À! 


C C 
14 \ V4 | 
C 


| 
H 


H 
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le tétrachlorure de carbone 


CI 


le sulfure de carbone  S—=C=S, 


la liberté de rotation persiste à un degré tel que pratiquement les 
expériences sur les solutions diluées peuvent remplacer des expé- 
riences bien plus difficiles à faire sur les molécules d’un corps à l’état 
gazeux. On pourrait mesurer le coefficient de température de la pola- 
risation due aux molécules polaires dans la solution, mais il existe 
une méthode bien plus simple pour déterminer le moment permanent. 


On doit s'attendre à ce que, dans un liquide, la rotation des molé- 
cules soit modérée par la viscosité moléculaire, dont on est en droit 
d'admettre qu’elle soit, du moins dans ses grandes lignes, comparable 
à la viscosité macroscopique connue ; on la mesure à l’aide des appa- 
reils ordinaires de laboratoire, Dans un champ électrique constant, 
la viscosité n'intervient pas. Si, au contraire, on emploie un champ 
alternatif, elle provoque une différence de phase entre la polarisation 
due à l’orientation et le champ et il s’ensuit des pertes diélectriques, 
bien que l’isolant considéré wait pas de conductivité. Si la fréquence 
du champ de mesure devient très grande, les molécules ne suivent plus 
les sollicitations de celui-ci et la polarisation restante provient uni- 
quement des déformations. Tel est le principe de la deuxième mé- 
thode : il suffit de mesurer la polarisation moléculaire pour un champ 
d’une fréquence assez petite ; et ensuite pour une fréquence tellement 
considérable que l’orientation ne puisse plus se produire. De cette 


manière, on aura déterminé la valeur de P = a + -p Par la première 


expérience et la valeur de a seul par la seconde. On connaîtra donc B 
et par celui-ci la valeur du moment A. 


Ce sont surtout les chimistes qui se sont intéressés aux valeurs des 
moments qui fournissent une nouvelle méthode pour vérifier l’exacti- 
tude des formules structurales. L’existence d’un moment permanent 
indique une dissymétrie dans la distribution des atomes dans la molé- 
cule, si, pour une substance donnée, on est amené à supposer que la 
distribution atomique est symétrique : on en acquiert la certitude en 
vérifiant que le moment électrique est nul. 
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C’est ainsi qu’on est arrivé à montrer que la distribution des atomes 
dans la molécule d’eau correspond à la formule structurale où 
J’angle entre les deux atomes de H est de 
110 degrés comme on aurait pu le supposer à priori r ` 

H 
(fig. 29 — 6). ei 

Du point de vue physique, il est évident que ie O 
domaine inlermédiaire entre les vibrations lentes Fig. (29 - 6). 
el rapides est le plus intéressant. C’est dans celui-ci que l'influence 
des orientations diminue graduellement avec l’augmentation de la 
fréquence et c’est dans cette région que l’on observe la dispersion 
anormale de la constante diélectrique. (e diminue quand la fréquence 
augmente.) 


Il est iniéressant de noter que plus la viscosité d’un liquide 
est grande, plus grand est le temps nécessaire pour créer un régime 
d'orientation permanent dans un champ constant appliqué brusque- 
ment. Cet établissement de la polarisation conduit à la définition d’un 
temps de relaxation qui augmente avec la viscosité et qui ne régit pas 
seulement l’établissement du régime permanent, mais bien aussi la 
différence de phase entre un champ oscillant et la polarisation qui 
le provoque. 

Les expériences ont montré qu’en diminuant la température, la 
viscosité ainsi que le temps de relaxation augmentent. On arrive 
finalement en augmentant la viscosité à un état critique (pour une 
fréquence du champ oscillant donnée) pour lequel le temps de relaxa- 
tion est égal à la période des oscillations et l’orientation ne pourra 
pius se produire. Pour des vibralions 100 ou 1000 fois moins rapides 
que les vibrations critiques, la différence de phase qui n’influence 
que très légèrement la constante diélectrique, s’accuse par les pertes 
diélectriques. L'observation de ces pertes fournit donc un moyen pré- 
cieux pour la détermination du temps de relaxation. Du point de vue 
pratique, on peut renverser le raisonnement et dire que, pour éviter 
les pertes à haute fréquence, il est indiqué de choisir comme diélec- 
triques des substances dont les molécules sont les moins polaires 
possible. 

On s’atiendra, d’après ce qui esl dit, à ce qu’en général les substances 
à grande constante diélectrique soient également caractérisées par 
des pertes en haute fréquence considérables. C’est certainement la 
règle, mais des exceplions, bien que très rares, subsistent. Une de ces 
exceptions est représentée par les cristaux de rutile (TiO?) qui pré- 
sentent des constantes diélectriques supérieures à 100. Cette constante 
élevée est due à la grande mobilité des ions Ti et O dans le cristal. 
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Il est donc possible d’assimiler les molécules d’un diélectrique 
matériel à de petits dipôles que, par commodité, nous supposerons 
de forme cylindrique. Soit +q’ et — q’ les charges terminales éloi- 
gnées de la distance dl l’une de l’autre. Le moment électrique élémen- 
taire (moment de déplacement augmenté du moment polaire) est : 


=> > = . r . . j r . 
d'A = q’.dl. Le vecteur 1, intensité de polarisation, est défini en 


lA , 
module par le rapport _ , dr étant le volume de la molécule. Le 
T 


vecteur 7 est dirigé suivant l’axe du petit cylindre dans le sens de — q’ 
vers + q’. Supposons que les surfaces termi- 
neles ds soient normales à l’axe du cylindre. La 

/ densité d'électricité o sur la surface terminale 
fa du dipôle est numériquement égale à l’intensité 
ds de polarisation 1. En effet (fig. 29 — 7) 


d À q”. dl o ,ds.dl 


Î nt ee es se Qi. 
dr dar ds.dl 
/ 
Fig. (29 - 7). Si les faces terminales sont inclinées d’un 
angle a sur laxe du dipôle, on a 
d À ’ ds.dl 4 
= EE (29 — 12) 
dar ds .dl.cos a CGS a 


Lorsqu'un diélectrique matériel n’est soumis à aucun champ exté- 
rieur, les moments électriques (polaires) et, par suite, aussi les 


vecteur T relatifs à chacune des molécules, sont orientés chaotique- 
ment. 

Considérons un espace vide où règne un champ électrique représenté 
par des lignes de force (tubes unitaires). Introduisons-y un diélectrique 
matériel. Les dipôles s'orientent de façon à confondre leurs vecteurs À 
avec l’intensité du champ à l’endroit considéré. Il se forme des filets 
de dipôles disposés tous dans la direction du champ. En l'absence 
de moments polaires, ceux de déplacement donnent la même dispo- 
sition. Deux dipôles successifs du même filet présentent des charges 
de signes contraires en regard l’une de l’autre, À l’intérieur du diélec-. 
trique toutes les charges se neutralisent deux à deux et seules sub- 
sistent les charges apportées par les filets de dipôles à la surface 
terminale. La partie S^, de cette surface est chargée positivement d’une 
quantité + q’ d'électricité et elle constitue le pôle + ; la partie S’, est 
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chargée négativement de la même quantité d'électricité — q’ et cons- 


titue le pôle — (fig. 29 — 8). 


L'intensité du champ à 
l’intérieur et à l'extérieur 
du diélectrique subit une 
modification du fait de 
Papparition des charges + q’ 
et — q’ aux surfaces termi- 
nales. En tout point de 
l’espace, le champ qui existe 
actuellement est la résul- 


tante du champ primitif Ë, 
et du champ créé par les 


charges de polarisation H.. 


Fig. (29 - 8). 


À l’intérieur du diélectrique, l’intensité du champ est affaiblie car 
les charges apparues développent un champ dépolarisant dirigé par 
convention du + vers le — qui est opposé au champ primitif. 


Fig. (29 - 9). 


Pour rechercher l'intensité du champ H en 
tout point, il faut faire la composition des 


deux vecteurs H, et A, (fig. 29— 9). Le nombre 
de lignes de force qui entrent ou qui sortent 
des pôles n’est pas égal au nombre de lignes 
de force traversant le diélectrique et Pinten- 
sité du champ subit une discontinuité à Pen- 
trée et à la sortie du diélectrique. Traçons les 
lignes qui prolongent à l’intérieur du diélec- 
trique les lignes de force arrivant à la surface 
de celui-ci. Ces lignes joignent les lignes de 
force entrant dans le volume par le pôle néga- 
tif et les lignes de force qui en échappent par 
le pôle positif. Les lignes ainsi tracées portent 
le nom de lignes d’induction ; l’ensemble des 
lignes d’induction passant à travers une sur- 
face du diélectrique donne le flux d’induction 
qui traverse cette surface. Si l’on choisit une 
surface $ qui coupe le diélectrique de façon 
à être traversée par toutes les lignes d’induc- 
tion, le flux d’induction à travers cette sur- 


face est évidemment le même que le flux de force qui aboutit à l’un 


des pôles. 


116 ÉLECTRICITÉ THÉORIQUE 


Le problème qui se pose généralement consiste à évaluer le flux de 
force qui s’échappe ou entre par l’un des pôles. Il est souvent difficile 
d'évaluer le flux sortant, à cause de la complexité de la surface termi- 
nale, landis que généralement on peut trouver une surface S (surface 
neutre) de forme assez simple, dont il est possible de calculer le flux 
d'induction qui la traverse. On saisit ainsi l'utilité de l'introduction 
de la notion nouvelle d’induction électrique représentée vectoriellement 


a 
par D. 

A la surface du diélectrique, on peut tracer une ligne fermée de 
séparation des charges positives réparties sur &' et des négatives 
réparties sur S’. 1l est possible de construire une surface équipoten- 
tielle qui contienne cette ligne ; cette surface équipotentielle S coupe 
orthogonalement tous les filets de dipôles qui existent dans le diélec- 
trique. Considérons un de ces filets qui découpe une surface ds”, 
sur S, ds, sur S et ds sur S. Soit o’ et ø’ les densités d'électricité 
sur ds’ et ds”. La surface S est neutre car elle contient sur ses deux 
faces les mêmes quantités d'électricité de signes contraires qui se neu- 
tralisent. La surface ds est couverte d’un côté de densité + o et de 
l’autre de — o’. On a évidemment o’.ds = 6° .ds' = 6, .ds, par la 
définilion même du filet électrique. Comme ds est normale au filet 
numériquement o’ est égal à Z. 

Evaluons le flux sortant par la surface S’, du pôle positif. A cet 
effet constituons une surface fermée qui se compose de la surface 
neutre S complétée par une surface S enveloppant de très près le 


pôle positif de surface S’. Si Ñ désigne ľintensité du champ au 
point C’ le flux qui traverse la surface enveloppant le pôle positif, est 


donné par [| y H'.cos w .ds’,. 
~“ ] 


Appliquons le théorème de Gauss à la surface fermée SS. On 
pourrait objecter que le théorème de Gauss ne s’applique que dans le 
cas où toute la surface fermée est plongée dans un milieu homogène. 
Or, ici la surface S est entourée par le diélecirique, tandis que S’ est 
placée dans le vide. La difficulté est tournée en remarquant que 
intensité du champ ne change pas si les charges conséquentes de 
lorientation des dipôles restent exactement à leur place et que lon 
suppose enlevée la partie matérielle de ce diélectrique où se trouvent 
réparties les charges négatives. Dans ces conditions, le milieu entou- 
rant SS’, est homogène et le théorème de Gauss est applicable. 

Si H, désigne l'intensité du champ à l'endroit où se trouve la por- 
tion ds de la surface neutre S (ds est normale à H), le flux traversant 
la surface S pénétrant dans le volume SS’, a pour expression : 


== fis H,.ds et le flux total : 
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IE H’ . ds’ . cos w — [| 
~ i ue 


SS: 


H,.ds=4x ils a . ds =4n Ik I. ds 
le flux traversant la surface S° s’écrit : 


IE H’ . ds’ . cos o’ = || (H, +4a.D.ds 
v j 1 1 + S ` 

On pose B = H, + 4 x. I, B est appelée «induction électrique », 
c'est une grandeur vectorielle dirigée suivant la direction de Pinten- 
sité du champ. 


En remplaçant on a (| H’ . ds, . cos « = \ [ B . ds 
s’ S 
- ” l - L 4 


« Le flux de force électrique qui s'échappe par la surface S, est 
égal au flux d’induction qui traverse la section neutre S.» 

Il y a continuité du flux de force dans le vide et du flux d’induction 
dans le diélectrique. 


Die HE AT (29 — 13) 


-> P 
est une grandeur homogène à l’intensité H du champ. Dans le diélec- 
trique le flux d’induction élémentaire à travers une section ds dont la 


; . ; — ~—> | . 
normale fait un angle o. avec la direction de B (ou de H) est défini par 
l'expression : B .ds . cos a. 


—> 
Dans un milieu non polarisé l'intensité de polarisation Z est nulle 


etonaB = ; le flux d’induction s'identifie dans ce cas avec le flux 
de force. 

Pour tenir compte des phénomènes qui intéressent les diéleciriques, 
on peul tenir un autre raisonnement que le précédent. La polarisation 
moléculaire fait apparaître les charges +q’ et — q’ sur les surfaces 
terminales $’, ct S, tandis qu’à l’intérieur du diélectrique les charges 
se neutralisent deux à deux. 

Du point de vue des actions électriques en un point quelconque de 
l’espace, il revient au même d’enlever le diélectrique qui est ainsi 
remplacé par le vide, en ayant soin de laisser les charges électriques 
+g et — q’ là où elles ont apparu sur la surface S’., et S’,. Cela veut 
dire que les actions électriques dans les diélectriques sont identiques 
à celles du vide, à condition de tenir compte des charges liées, appa- 
rues sous l'influence du champ, charges qui disparaissent lorsque le 
champ extérieur s’évanouit. Cette méthode correcte ne convient que 
pour les cas simples. 


(1) Dans cette formule, H est l’intensité du champ à l’intérieur du diélectrique ; 
dans presque tous les cas pratiques l’intensité du champ inducteur est égale à celle 
du champ intérieur. 
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Montrons-le sur l’exemple déjà traité du condensateur plan ; lorsque 
le vide règne entre les deux armatures du condensateur, elles se 
chargent d’électricité à la densité o, quand, reliées à une pile, elles 
présentent une différence de potentiel 
V, — V, = V (fig. 29 — 10). 

En introduisant entre les armatures 
un diélectrique d'épaisseur voisine de D 
et de constante £, uné nouvelle quantité 
d'électricité est fournie par la pile et la 
densité d'électricité o, se change en +o 
Fig. (29 - 10). sur une armature el —o sur l’autre, 

o étant égale à £. 0o% 

Sous l’influence du champ créé entre les armatures, le diélectrique 
se polarise et des charges apparaissent aux surfaces terminales ; la 
densité des charges du diélectrique est — o en face de +o et +0” 
en face de — o. Il s’agit de déterminer cette densité o’. 

Enlevons par la pensée le diélectrique en laissant les charges liées 
de densité o là où elles sont apparues. En un point p se mouvant à 
l’intérieur du diélectrique, la charge unitaire (+ 1) est soumise à deux 
forces opposées : la force due à l’action des armatures chargées 
de o, f —4x.c et la force f’ due à l’action de deux surfaces du diélec- 
trique chargé de o. f =—4x.c, d’où l'intensité du champ à l’inté- 
rieur du diélectrique : H = 4 x . (o — o’). 

Comme la différence de potentiels V, — V, entre les armatures est 
maintenue constante dans les deux cas avec et sans RCE 
matériel l’intégrale de ligne fournit V, Va = H,.D = H.D, par 
conséquent H = H, ou encore H, = 4 x. SE o”), puisque H, = 4x.c 
on tire finalement : 


Va l 


Ho 


0 


e — Í 


JIT 


a H. .... (29 — 14) 


($) 


§ 30. - ROLE DE L'INTENSITE DE POLARISATION TÏ 


a) Considérons dans un champ électrique quelconque un diélec- 
trique de forme quelconque. La polarisation s’effectue également d’une 
manière quelconque à cela près que l'apparition des quantités d’élec- 
tricité tant à la surface du corps que dans le diélectrique, obéit à la 
condition que leur somme soit nulle. 

En désignant par o et # les densités superficielles et cubiques prises 


avec leur signe, la condition se traduit par 


I o ds + A. p dr = 0 
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Or f r ds = jf l, ds = ff, div T ds, 
— 
en vertu du théorème d’Ostrogradsky ; de sorte que ?’ + div 1 = 0. 
La polarisation est dite homogène si en tout point du diélectrique 


oi e. r . . -> A . . 
l'intensité de polarisation 1 reste la même en module, direction et 
sens. Dans ce cas, p’ = 0. Ceci a évidemment lieu lorsque le champ 
polarisant est uniforme. 


Pour le condensateur plan, on sait que 4 x.o = (e — 1). H, = 4 n JÍ 


en posant lintensilé de polarisation T =p; A ; .... (30 — 1) 
z ei 1 
on à y% = e 
ou encore ea Le Er .... (80 — 2) 
I 
On appelle la constante x la « susceptibilité électrique » x = H 


0 
= 
b) LE VECTEUR DE DÉPLACEMENT DE MAXWELL OU VECTEUR D'INDUCTION B. 


Les charges spatiales æ’ et les charges superficielles o’ dues au phé- 
nomène de polarisation produisent une certaine divergence de linten- 
sité du champ. 

D’après le théorème de Gauss, appliqué à un diélectrique, 


div H — 4.x = — 4.x.div m 
Soit div Œ + 4.x.D = 0 
et en définissant le vecteur B par la relation 
-> > —> 
B= HU rA el .... (80 — 3) 
on obtient div B = 0 BE — 4) 


«Ce qui prouve que le flux d’induction esl conservatif. » 
— 
Le vecteur B jouit des propriétés importantes suivantes : 
1. À l’intérieur du diélectrique dépourvu de charges vraies, on a 
—> 
div B = 0 

2. Si des charges «vraies» de densité cubique p, comme par 
exemple des sphères chargées d’électricité, étaient placées dans un 
diélectrique, on aurail : 


e -> 
div B = 4.x.p .... (80 — 5) 
. ? r . = 
« Les charges liées sont définies comine source de H et les charges 


e 
vraies comme source de B.» 
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3. À la surface de séparation de deux diélectriques 1 et 2, «les 


— 
composantes normales des vecteurs B ne subissent pas de discon- 
tinuité ». 


twan —> 
En effet, soit H, et H, les intensités du champ dans le voisinage de 
la surface de séparation en deux points situés de parl et d’autre de 
cette surface. 


Soit Hı et H, les projections de H, et de H, sur la direction nor- 
male à la mice à lPendroit considéré La surface de séparalion est 
couverte d'électricité dont la densilé est o’, constituée par la densité 0, 
positive due aux dipôles terminaux du mi- 
licu 1 el la densité o’, négative des dipôles 


—> —> 
initiaux du milieu 2. Si Z, et Z, sont les inten- 
sités de polarisation près de la surface dans 
les deux milieux, on a 


L'application du théorème de Gauss à un 
petit volume cylindrique de génératrices pa- 
rallèles à la normale et terminé par deux sec- 
tions S infiniment voisines de la surface de 
Fig. (30 - 1). séparation et perpendiculaires à la normale 
donne (fig. 30 — 1) : 


— H +H = 4a. = 4a. (0o — o) = 4a. (aT 1.) 


nl 


et puisque 


B a Hoa T 4x I, el B 2 = H o F fn. Lo 


nl 


on a D = B 2 


nl 


« Les composantes tangentielles de l’intensité du champ ne subissent 
pas de discontinuité en passant d’un côté à l’autre de la surface de 
séparation des deux milieux. » 

Si H, et H,, sont ces deux composantes, l'intégrale de ligne le long 
du nour A. B, B, À, (A, À, et B, B, sont des infiniment petits s’écrit 


(H4 B, + į H „A,B, = 0 et comme A, B, = A, Bp H, = H.. 


t= 
4. On a vu précédemment que la constante diélectrique e est liée à 
la susceptibilité électrique par la relation e = 1 + 4.x.x. 


D'autre part, l’induction B = H pA wE TA + 4,x.x) d’où 


— -—> 


Di EE 
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Pour le vide s: = 1 on a B = H. Comme le flux d’induction dans le 
diélectrique est le même que le flux de force dans le vide, on ne consi- 
dérera plus deux flux (induction et force) suivant le milieu, mais un 
seul «flux électrique » représenté par les lignes électriques qui sont 
des lignes de force dans le vide et les lignes d’induction dans le diélec- 


> 
trique. Le flux électrique est le flux du vecteur B qui, dans le diélec- 


=> —> 
trique de constante £, vaut £. H et dans le vide, H. 


c) Avec les notions acquises, revenons en arrière et évaluons la 
capacité d’un condensateur plan à diélectrique multiple. Soit d'et d, 
les épaisseurs des diélectriques 1 et 2 interposés entre les armatures 


—> 
d’un condensateur plan. H, est le champ uni- 


forme dans le premier et A. dans le second 
diélectrique. Les lignes en traits pleins représen- 
tent les tubes de force unitaires ; il y a discon- 
tinuité de ces lignes à la surface de séparation 
des deux milieux. Les lignes de force sont plus 
denses dans le milieu à plus faible constante dié- Fig. (30 - 2). 
lectrique (dans le cas de la figure 80 — 2, £; > £). 


— 
On sail en effet que le flux du vecteur induction B est conservatif 


> . LA . . 
(div B = 0) et puisque les champs électriques sont uniformes, on a 


T 2 _ 
RE N E E 

Les Lraits pointillés représentent les tubes 
-o unitaires d’induclion qui ne subissent pas de 
discontinuité au passage d’un milieu à un 
autre (fig. 30 — 4). 

L'application du théorème de Coulomb pour 
le premier diélectrique touchant l’armature 
chargée de la densité o donne 


4 x 
Fig. (30 - 4). Mes © 10 


(1) H est à remarquer que l’on pourrait arriver à cette 
formule à l’aide d’une considération différente (fig. 30-3). 
Construisons un tube cylindrique normal à la surface de 
l’armature. Il découpe sur larmature une surface ds 
chargée de charges « vraies » 6 .ds. Fermons le tube par 
un plan u situé dans le premier diélectrique, parallèle à 
l’armature, et par une surface quelconque z à l’intérieur 
du métal constituant l’armature. On délimite ainsi un 
volume Ax. Le tube découpe sur le plan u une surface 
égale à ds et le flux d’induction qui s'échappe par cette Fig. (30 -3). 


armature 
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4 x 
et comme te, .H, =se. H, on a HM, = o 
7 7 £ 
L'intégrale de ligne fournit 
0e a 
V,—V,=V=H..d +H,.d,=4n.o 27177: 
E 7 E E, - £a 


La quantité d’électricité localisée sur une armature est Q = o. S d'où 
la capacité 


Cats re. 
V An edy F ered) 


(formule déjà obtenue). 

On obtiendra évidemment la formule relative à la capacité d’un 
condensateur à un seul diélectrique en réduisant à zéro l’épaisseur du 
second ; 


d 


2 


S . € 
— ( donne CES ets. ... (30 — 6) 
Ær.d, 


On pourrait reprendre le procédé du paragraphe 29 pour calculer la 
capacité d’un condensateur plan à diélectriques multiples. 

A cause de la polarisation, les charges liées de densité o et 5, sont 
distribuées comme Pindique la figure. Nous pouvons, par la pensée, 
enlever les diélectriques, à la condition de maintenir en lieu et place les 
charges liées. L’application du théorème de Coulomb donne, pour le 
domaine d'épaisseur d,, H, = 4x.(s— o ). 


a n a — 


surface est B, . ds puisque intensité du champ, et par suite Pinduction, sont paral- 
lèles aux génératrices du tube. Pour la même raison, aucun flux ne s'échappe par 
la surface latérale du tube. A l’intérieur du métal, l’intensité du champ est nulle, 
il en est de même de induction B et par suite, le flux d’induction sortant par la 
surface z est nul. 


L'expression div B=4. x.p appliquée au volume Ar équivaut à 
(ffa div B.dr=4.x. [(fa- 
or, d’après la formule d’Ostrogradsky, 
(ffas div B dr = (as B.ds 


As étant la surface qui limite le volume Art et ffas B.ds désigne le flux du 
vecteur B à travers cette surface. Comme on l’a vu, ce flux 
ffas B.ds = B,. ds. 
D’autre part, (faz p.dx signifie la somme des charges « vraies » contenues 
dans le volume Art et, par suite ffa p.dr = 6.ds. 
On en conclut B,.ds = 4.x.o.ds, or B =se.H;, = 4.x.c 
4x 


ou encore H; o 


E1 
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Mais l’intensité de polarisation 1, = o , on a alors H, —4x.o—4x.1l,, 
donc H, + 4x.1, = 4x.c et comme on pose 1, = x,.H,, ona 
H,({+4i.x) = 4x.o et (1+4x.%,) = £, on obtient la même for- 


4 x 
mule pour lintensité du champ H, = 6. De la même façon, 
€ 
4 n : r l r . 
H, = c; on calcule la capacité comme dans les prémisses. 
j € 


2 


d) RÉFRACTION DES LIGNES ÉLECTRIQUES AU PASSAGE D'UN MILIEU 
DANS L'AUTRE (fig. 30 — 5). 


Soit S la surface de séparation de deux milieux 1 el 2 de constantes 
diélectriques +, et e„. Les lignes électriques 
arrivent en un point p de la surface de 
séparation en faisant un angle a, avec la 
normale n dans le milieu 1 et pénètrent 
dans le milieu 2 en faisant un angle œ.. 


> = ne 

Si 4, ei H, sont les intensités du champ 

dans les milieux 1 et 2 très près du point p, 
les induclions sont 


> — — —> 
Diesel Bee ER 
On a vu qu’au passage d’une surface de Fig. (30 - 5). 


séparation de deux diélectriques il y a con- 
tinuité de la composante normale de l'induction ; par suite 


B,.cos a, = Ba. COS «, ou t,.H,.cos a — :,.H, cos «.. 
Il y a de même continuité des composantes tangentielles de Pinten- 
sité du champ. H,.sin &, = H,.sin ov, 


En divisant membre à membre ces deux expressions, on obtient la 
loi de réfraction des lignes électriques 
tg a € 
ere sa Oin 
tg % Ea 
On remarque que les lignes électriques s’écartent davantage de la 
normale en pénétrant dans le milieu à constante diélectrique plus 
élevée. 
Comme l’expérience montre que les lignes électriques quittent nor- 
malement la surface d’un conducteur électrisé, la formule précédente 
dans laquelle a = 0 montre que e, définissant le conducteur doit théo- 


riquement être infini. 
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e) POLARISATION RIGIDE. 


Il arrive que dans certains diélectriques soumis à un champ élec- 
trique la polarisation ne disparaît pas totalement lorsque le champ 
extérieur s’évanouit. Le diélectrique reste polarisé, il présente une cer- 


. . . r . Q —> . . 
taine intensité de polarisation / et une induction correspondante 
> — 
B = 4.x.l. 

La polarisation rigide est due aux frottements internes des molé- 
cules. 


f) ENERGIE ÉLECTROSTATIQUE. 


L'énergie potentielle de n charges q,, qa . . . q, en présence l’une 
I 

de l’autre dans le vide est exprimée par la formule W = LE que 
l 


Démontrons que cette énergie est localisée dans le diélectrique qui 


sépare et entoure les charges et que, par unité de volume du diélec- 
2 


trique, elle est 25 
Sx 


Considérons un volume t renfermant toutes les charges q} q, = qu 
—> 


— 
En un point quelconque p de ce volume désignons par H, Hostet, 
les actions des différentes charges sur une cliarge unitaire LG 1) ‘placée 
en ce point. L’intensité du champ résultant est obtenue en faisant la 


. — > -—> = , 
somme vectorielle H = H, E A H, + ,,, H. Le carré de la valeur 


° r re A . , r Û . 
de cette intensité H peut être considéré comme un produit scalaire 


— 


H x H, on a alors 
E e E CN) 
= H+H+...+Hi+...+H, 


>. © >ù è o où ù ù o où o so o b os oy oo bol a l + o o o a + ll d 


Si 


exprime l’énergie contenue dans Punité de volume du diélec- 


T 
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9 


— 


trique, celle contenue dans un volume élémentaire d+ serait — dr 
et celle du volume total serait . 
1 A 2 a z = 
U = H.H.dr. 
GEL = 


Remplacons dans la fonction U, H? par la somme des différents 
termes, on peut alors écrire : 


I HS se — es — —> 
D || He, Fess EH Hrt ss) de 


Le terme ot I. dv est indépendant de la position et de l’exis- 
tence de toutes charges autres que q, 

Si l’on considère que les charges élémentaires constituant q, étaient 
primitivement réparties dans tout l’espace sous forme d'un nuage 
électrique de densité infiniment petite, on démontre que ce terme est 
l'énergie correspondant à la condensation de ce nuage en une charge q.. 

Posons que l’énergie nécessaire à la condensation de toutes les 


charges est U» il vient : 


u= 5- ii Hi» d7 
1 honte 


—> = 


LOT LES — = za 
Le terme — || A.H + 4,+...+4,, tH +... H)dr 
AN- > 


” À 


k 


4 


—> > 


-=> — — 
se transforme en posant H = H,;+...+ Hiat Hag +... H .. 


Or, H_, est l'intensité du champ créée au point p par toutes les 
charges autres que q, et si V, désigne le potentiel de ce champ au 
l l 


point p on a : H, = — grad V, En remplaçant on obtient : 


a 
zal) 


35 
| H..grad V..dr. 
l w 
D’après le théorème de Green, cette expression se transforme en 


v 


1 ; P= 
[Te Ye Huds — fife V div H,.dr | 


(S est la surface qui limite le volume 7). En faisant l'intégration pour 
un domaine t infiniment grand, le premier terme s’annule car en tout 
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point de la surface S infiniment éloignée de q, l'intensité du champ H, 
ainsi que V, sont nuls. 

Enveloppons la charge q, d’une surface équipotentielle infiniment 
voisine: en tout point de cette surface le potentiel V, est sensiblement 
le même que celui que l’on mesurerait au point occupé par la charge q, 

En n'importe quel point du volume qt, hormis ceux qui se trouvent 
dans le volume élémentaire A + renfermant la charge q, on a: 


div H = l. 


Alors, le second terme se modifie en 


Ml vai Badr = 4h v aiv Ba r, || div Ear 
Appliqué au volume A7, le théorème de Gauss donne : 
à z 1 a 
| || div H, dz = 4x.q, par suite, U — U = z. qe Ve 
AT 1 


e v v 


Ainsi se trouve démontré que l'énergie électrostatique localisée dans 
H2 
le vide par unité de volume Gi 
IT 
Si le milieu diélectrique présente une constante e, énergie localisée 
dans l’unité de volume de ce diélectrique est 


e. He B.H 


g) Dans le cas particulier du condensateur plan, la démonstration 
de la localisation de l'énergie est très simple et très rapide. L'énergie 
dépensée pour charger un condensateur de capacité C sous une diffé- 
rence de potentiel V est 


1 1 1 € „4xo\? 
W=—C.V= aq V= |) SD 
2 2 2 4x € 
or, sH = 4roet S.D = v (volume du diélectrique). 
e. H? nu e. H° 
Donc W =- 5 V et par unité de volume W, = 3 
T 


L'énergie localisée dans le diélectrique se retrouve en traçant la 
courbe de la différence de potentiels V = V, — V, en fonction de la 
charge q déposée sur l’amature. La définition de V = V, — V, = se. 

2 = 
montre que pour une charge q nulle, V = 0 et V croît proportionnelle- 
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ment à la charge q déposée ; la fonction q = f (V) est une droite pas- 
sant par l’origine. La surface comprise entre cette droite et l'axe des V 
représente par définition l'énergie localisée 
dans le condensateur : 


1 
S = q.Vv = W (fig. 30 — 6). 


L’inclinaison d de cette droite détermine 


Q 


la capacité du condensateur C = T Lo, Fig. (30 - 6). 


Elle ne dépend que des dimensions géométriques et de la nature du 
diélectrique. 
Pour un condensateur donné : q = S.o et comme d’autre part Pin- 


4x.o 
tensité du champ à l’intérieur du diélectrique est H = — ou 
€ 


encore B = e. H = 4x.0, on conclut que linduction B est proportion- 
nelle à q. L'intégrale de ligne donne V = H . D, l'intensité du champ H 
est donc proportionnelle à V. Il s’ensuit que le 
diagramme B = f(H) représente aussi une 
droite MN et laire comprise entre cette droite et 
l’axe des H mesure dans une certaine échelle 
H Pénergie localisée dans le diélectrique (fig. 30 — 7). 
Lorsqu'on soumet un diélectrique idéal à l’action 
d’un champ alternatif, le point représentatif de B 
en fonction de H suit la droite MN ; ON quand le 
Fig. (30 - 7). champ est dirigé positivement et OM quand il a 
le sens opposé. 

Les diélectriques matériels présentent loujours une plus ou moins 
grande polarisation «visqueuse » et lorsque le champ varie, le point 
représentatif de B décrit la courbe ABCDA. C’est l’« hystérésis élec- 
trique ». Il s'ensuit une perte d’énergie en chaleur qui par cycle est 
propertionnelle à laire de la surface ABCDA. 


CHAPITRE III 
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$ 31. - COURANT ELECTRIQUE 
a) DÉFINITION. 


Indépendamment de toute hypothèse sur la nature de lélectricité, 
on constate que lors de la décharge conductive d’un condensateur, 
l'échange des quantités d'électricité se fait à travers le conducteur qui 
relie les armatures ; finalement jes deux armatures sont amenées au 
même potentiel, les charges positives et négatives se sont neutralisées. 
Pendant un temps dt de cette période de décharge, une quantité d’élec- 
tricité positive dq passe par une section droite du conducteur. L'in- 


7. COIE PEE. 
tensité instantanée du courant i est définie par la relation i = -n 
Le sens positif du courant est déterminé par le sens du déplacement 


des charges positives. La décharge du condensateur donne lieu à un 
; ; d 
courant dont l'intensité varie temporellement ; F- très grand au 


début s’annule à la fin de la décharge. Si le condensateur qui se 
décharge à travers le conducteur est constamment relié à un géné- 
rateur d'électricité (machine statique, pile, etc.) capable à chaque 
instant, de lui restituer la quantité d’électricité dq neutralisée par la 
décharge et qui de ce fait maintient constante la différence de potentiel 
entre les armatures, le conducteur est iraversé par un courant « sta- 


tionnaire » dont l’intensité Z reste constante. 


b) FORCE ÉLECTROMOTRICE DE CONTACT. 


Lorsque l’on met en contact deux métaux À et B de nature diffé- 
rente, une différence de potentiel apparaît entre eux ; ils se chargent 
de quantités d'électricité égales et de signes contraires. La cause de 
cette différence de potentiel est la force électromotrice de contact dont 
l'explication physique réside dans le fait que la densité des électrons 
libres caractéristique de chaque métal est différente et que Fagita- 
tion thermique des électrons fait qu’un certain nombre d’entre eux 
passent à travers la surface de séparation. En écartant les deux métaux 
l’un de l’autre, les distances des différentes charges de signes contraires 
augmentent et il en est de même pour la d. d. p. 

En reliant l’un des deux métaux à un électroscope, celui-ci accuse 
une déviation mettant en évidence la force électromotrice de contact. 
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La force électromotrice se mesure par la différence de potentiel qu'elle 
développe ; à une température donnée elle est exprimée par la diffé- 
rence n, — n, de deux fonctions de la température, caractérisant les 


métaux À et B. 


Si l’on considère une chaîne de différents métaux À, B...E, la diffé- 
rence de potentiel entre À et E est la même que si ces deux métaux 
étaient directement amenés en contact. Dans un circuit 
bimétallique, il n’y a pas de courant aussi longtemps que i Se le 


les deux soudures a et b sont à la même température. Les \ 
deux forces électromotrices de contact créent des diffé- i 
rences de potentiel égales et opposées (fig. 31 — 1). 


A :B 
Si l’une des soudures est portée à une température 
plus élevée que l’autre, lagitation électronique y est plus f 
grande et un courant électrique traverse le circuit. 1 
Les forces éleciromolrices de contact quoique très | b= De Da 


faibles, de l’ordre du millivolt par degré centigrade, ont ea+e,-0 
assez d'importance pour rendre difficiles les mesures fig. (31 -1) 
électriques de grande précision. 


c) Lor DOHM. 


Cas du récepteur ou d’une portion de circuit (fig. 81 — 2). 


Considérons le récepteur électrique le plus simple possible et soit 


d? 


Y+dy B 
S 


Fig. (31 - 2). 


une portion À B d’un conducteur homogène relié 
à un générateur de courant « stationnaire ». Ce 
générateur (non représenté sur la figure 31 — 2) 
maintient constante la différence de potentiel 
V, — V, entre les points À et B. Un courant passe 
dans le conducteur dans le sens des potentiels 
décroissants. Supposons V, > V, un courant cir- 
cule de À vers B ; l’expérience montre que la 


valeur de l'intensité i est donnée par I = 


(31 — 1) où R est la résistance du récepteur (con- 
ducteur) intercalé entre À et B. La résistance est 
proportionnelle à la longueur l, inversement à la 


scction ‘droite S du conducteur et dépend de sa nature : 


i 
habes .... (81 — 2) 
S 


La constante spécifique p est la résistivité ; c’est la résistance offerte 
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au passage du courant par un volume cylindrique de section unitaire 
et de longueur unitaire taillé dans la matière conductrice. 

L'unité pratique de l’intensité du courant est l’ampère ; elle corres- 
pond au passage de l’unité de quantité d'électricité par seconde (Cou- 
lomb par seconde) à travers la section droite du conducteur. En 
exprimant i en ampères et V en volts, la résistance est exprimée 
en ohms. 

Par définition, l’ohm est la résistance offerte par un conducteur 
traversé par un courant de 1 ampère lorsque ses extrémités sont 
soumises à une différence de potentiel de 1 volt. 

La résistivité s'exprime en microhm-cm. ; c’est la résistance que 
présente un conducteur d’un centimètre carré de section droite et 
d’un centimètre de long en la matiere considérée. 


Comme, pratiquement, on exprime les longueurs en mètres et les 
sections en mm? on pose 


[ mètres 
R = 


S mm? 


P 
100 

La résistance R d’un conducteur varie avec la température ; dans 
un domaine assez limité, cette variation est très approximativement 
linéaire 


Pour que R soit exprimé en ohms il faut que p’ = 104. 10%. = 


R,=R A+o.i) .... (81 — 3) 


R étant la résistance à 0° C, R, celle à t° C. a est un coefficient spéci- 
fique. 
En désignant par g la conductance, c’est-à-dire l'inverse de la résis- 


tance, 
1 
Ho la loi Ohm s'écrit 1 = g (V,—V,) ....(31 —4) 
1 S S ora A TE EE 
avec g = n = Ÿ T° où y, inverse de la résistivité, est la conduc- 


tibilité de la matière envisagée. 

Dans le système d’unités pratiques, la conductance g s'exprime 
en mho. En général ¢ ou y sont des constantes bien définies pour un 
corps donné, cependant pour certaines substances comme le sélénium, 
p varie avec l'intensité de la lumière qui les éclaire. 


On peut donner une autre forme à la loi d’'Ohm. 
Si Z. désigne la densité de courant, c’est-à-dire l’intensité de courant 
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I 
qui traverse la section droite unitaire du conducteur, on a 1, = — 


Considérons une portion du conducteur de longueur dl soumise à 
une différence de potentiel — d V, la loi Ohm donne 


d V IR l d'oi f I d V 
= — av = pr où = 
daR 3 rs Pdi 
et comme lintensité du champ 
PSE -y il vient L = y.H ....(81 — 5) 


cette relation est vectorielle. 


Puisque par définition un même courant d'intensité I traverse la 
section droite d’un conducteur considérée en m'importe quel point, 


—> 
on peut dire que le flux du vecteur Z, est conservatif à l’intérieur d’un 
conducteur et qu’en tout point du conducteur 


div I, = 0 ....(81 — 6) 


À la surface de séparation de deux conducteurs il y a continuité de 
la composante normale de la densilé I de courant (1, = v.H). 
Au passage d’un milieu conducteur dans un autre il y a réfraction des 
lignes de déplacement des charges électriques, cette réfraction est 
analogue à celle des lignes électriques au passage d’un diélectrique 
à lautre. Alors que dans les diélectriques des charges liées appa- 
raissent à [a surface de séparation, dans le cas actuel, c’est une f. e. m. 
de contact qui intervient. 


d) Recherchons comment varie le potentiel entre les extrémités À 
et B d’un conducteur, soumises à une différence de potentiel constante 
V, — V.. Supposons encore V, > V,, à une distance x du point A, le 
potentiel est V et la loi Ohm permet d'écrire : 

ne 
Vire y 


L = PES doù V = V —-1.R,.7x, 
Rsk 


R, étant la résistance par unité de longueur. La variation de V en 
fonction de la distance x est linéaire et se traduit par le diagramme 
(31 — 3). La tangente de langle a d’inclinaison de la droite est propor- 
tionnelle à Pintensité à du courant. 


=y 1 
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Si V, < V,, on a le diagramme de la figure (31 — 3) et le courant 


Fig. (81 -4). 


circule de B vers À. 

Considérons maintenant un conducteur hété- 
rogène composé de deux conducteurs AC et CB 
de nature différente (fig. 31 — 4). Au point € 
apparaît une force électromotrice de contact E 
qui se mesure par la différence de potentiel 
V, — V qu’elle détermine (en supposant 
V >V’). 

Maintenons constante, à l’aide d’un généra- 
teur, la différence de potentiel V, — V, entre les 
points extrêmes À et B (supposons que V, > V.). 
Le courant circule de A vers B. Il est le même en 


chaque section du circuit envisagé, div I = 0. 
On peut appliquer la loi Ohm à chacune des 
portions AC et CB. 


3 vev P 
Ea A 
ie a 

© RER, 

o Vi V,- (V -v) 
Rit R, 

_ a 

R,+k 


La variation du potentiel entre À et B est 
indiquée sur la figure (31 — 4); au point € 


la force électromotrice produit un abaissement de potentiel dans le sens 
du courant. Si l’on suppose V’ > V’ alors E = V, — V’ et la formule 


s'écrit : 


Vo= Vet E 
= R +R 


Dans ce cas, la force électromotrice en C  v<v 
produit un relèvement de potentiel dans le 
sens de courant (qui circule toujours de À 


. (81 — 7) 


vers B puisque V, > V.) (fig. 31 -- 5). Fig. (31-5). 
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e) CAS CÉNÉRAL D'UN RÉCEPTEUR. 


Si, dans une portion de circuit récepteur, on insère des générateurs 
qui développent des forces électromotrices, en généralisant on obtient 
V,—V,+2E 


= : = z us 1—8 
ER 


Dans la somme algébrique Z E, les forces électromotrices qui pro- 
duisent un relèvement de potentiel dans le sens du courant sont prises 
avec le signe plus, et 
celles qui développent un 


abaissement de potentiel a 

dans le sens du courant =a 

sont prises avec le signe 

moins ; 2 R est la somme 

arithmétique des résistances de toutes les portions du circuit envisagé. 
Dans le cas de la figure (31 — 6) on aurait 


OR Vat bin aE; 
R t R+ Ry +R, 


Fig. (81 - 6). 


Dorénavant un générateur de force électromotrice donnée sera 
représenté par deux barres + | {— ; la barre la plus longue correspond 
au potentiel plus élevé (+) et la plus courte au moins élevé (—). 


f) (2° cas) CIRCUITS FERMÉS - GÉNÉRATEURS. 


Si le circuit est fermé, les points Á et B confondus sont au même 
potentiel V, = V, ; il reste donc : 


M 


E 


LS 
2 R 


Pour écrire cette loi on donne arbitrairement un sens au courant 
et si, après résolution, on trouve pour I une valeur 
+ positive, c’est que le choix du sens était correct ; 
Ea LA . LA 
4 "Ne dans le cas d’une valeur négative, le sens réel du 
t courant est opposé à celui que l’on a choisi. Dans 
Pa le cas de la figure (31 — 7) 
Es 
x6 FES E 


es EU) 
Fig. (31 - 7). > R 


« Lorsque le circuit est fermé, ce sont uniquement les forces élec- 
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tromotrices du circuit qui contribuent au passage du courant, aucun 
générateur extérieur n'intervient pour fournir de l’énergie au circuit ; 
le circuit est alors un générateur fermé sur lui-même. A l’intérieur 
d’un générateur, le courant circule du potentiel le plus bas vers le 
potentiel le plus élevé ; le sens est inverse de celui des récepteurs. 


Remarque essentielle. 


« Si une partie A’ B’ de la portion de circuit AB est le siège de 
phénomènes inconnus ou de phénomènes trop complexes dont il serait 
difficile de tenir compte, il est tou- 
jours possible de remplacer cette 
portion À’B’ par la différence de 
potentiel V — Y) existant entre ses 
extrémités. » (Fig. 31 — 8). 

Le courant circule de A vers B si 
V, > V, et soit V = V = V yla diffé- 

Fig. (31 - 8). rence de potentiel considérée comme 

positive dans le sens du courant ; ceci 

revient à poser que la portion A’ B’ recevant de l'énergie électrique, 
peut être remplacée par une résistance équivalente 


La loi Ohm donne : 


E OR T A E R 
R R, R +R, 
- VaV ev v,=v,-=V 
R, +R, R +R, 


De plus, si la portion de circuit AB possède des forces électromo- 
trices et que plusieurs portions soient remplacées par les différences 
de potentiel existant à leurs bornes, 


V,—V,+3E-EV 
SR (81 — 11) 


Les forces électromotrices sont considérées posilivement si elles 
relèvent le potentiel dans le sens du courant et négativement dans le 
cas contraire, les V sont les différences de potentiel comptées positi- 
vement dans le sens du courant (V est positif si dans la portion envi- 
sagée, le potentiel V = V et négatif dans le cas contraire). 


I= 
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Lorsque le circuit est fermé 
De (31 — 12) 
— TER — . o òè | EE 
L'expérience montre que toutes les différentes expressions sont 
valables lorsque les diverses grandeurs électriques varient temporelle- 


ment. 
De petites lettres sont utilisées pour représenter les valeurs instan- 


tanées de ces grandeurs. 


$ 32. - LOIS DE KIRCHHOFF 


a) PREMIÈRE LOI. 


En tout nœud d’un réseau de conducteurs parcourus par des courants, 
la somme algébrique des intensités de courants est nulle à condition 
de distinguer par des signes contraires les courants 
qui s’approchent du nœud de ceux qui s’en éloignent 


(fig. 32 — 1). 
Pour le nœud À on a à chaque instant : 
li +i,—i,+i, =0 .... (82 — 1) 
Cette loi, vraie à chaque instant lorsque les cou- Fig. (32-1). 


rants varient, traduit l’incompressibilité de l’électri- 
cité en un point d’un conducteur. 


b) SECONDE LOI. 


Cette loi s'applique à une maille d’un réseau de conducteurs par- 
courus par des courants. Soit la maille ABC. On commence par 
attribuer des sens arbitraires aux courants i, i, i, circulant dans les 

portions AB, BC et CA (fig. 32 — 2). 
L'application de la loi Ohm à chacune de 
ces portions permet d'écrire : 


ue ea \ le . 
é a f E 
i: T LR, = Vo nA nr 
E iR = V,- V, +e 
Fig. (32 - 2). En changeant de signe la première égalité 


et en faisant ensuite la somme des trois égalités 
membre à membre, on obtient : 


soe d eea CS nm e E 
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En choisissant arbitrairement un sens de circulation, on peut écrire, 
d’une façon générale : 
StR = 5e se o 


Les i. R sont pris avec le signe plus si, dans la portion considérée, le 
courant a le même sens que le sens de circulation, et négativement 
dans le cas contraire, les f. e.m. e sont prises avec le signe plus si elles 
produisent un relèvement du potentiel dans le sens de circulation et 
négativement dans le cas contraire. 


Ainsi donc, on commence par dessiner la maille, et l’on indique par 
une flèche le sens du courant que l’on suppose circuler dans les diffé- 
rentes portions de circuit (entre deux nœuds); après un choix arbi- 
traire du sens de circulation, on applique Zi. R = Ye, compte tenu 
de la règle des signes. 


Si le réseau comporte n conducteurs, il y a toujours moyen, en 
appliquant la première loi de Kirchhoff aux nœuds et la deuxième aux 
mailles, de trouver n équations distinctes qui déterminent les inten- 
sités de courant dans chaque conducteur. 


Après la solution de toutes les équations, on trouve pour les diffé- 
rentes intensités Í des valeurs positives ou négatives. Les valeurs 
positives indiquent que le sens arbitrairement choisi pour le courant 
est correct ; les valeurs négatives indiquent que, dans ces portions 
de circuit, le sens du courant est opposé à celui que l’on avait choisi. 


cC) REMARQUE TRÈS IMPORTANTE. 


Si dans certaines parties d’un réseau se passent des phénomènes 
dont nous ne pouvons ou ne voulons pas analyser la nature, il est 
toujours possible de remplacer ces portions de circuit par les diffé- 
rences des potentiels qui existent entre leurs extrémités. 

Soit par exemple la maille ci-contre à 
étudier (fig. 32 — 3) : 

B Choisissons arbitrairement les sens des 
courants i, i, i, qui circulent dans les 
portions AB, BC, CA. Dans AB se trouve 
une force électromotrice e, et une por- 
tion de circuit aß qui peut être remplacée 
par la différence de potentiel v, comptée 
positivement dans le sens du courant i. 

De même le segment BC comporte 
Fig. (32 - 3). outre e,, une portion remplacée par la 

différence de potentiel v, comptée posi- 
tivement dans le sens du courant i. 
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L'application de la loi d'Ohm aux trois segments de la maille donne : 


DE | RE PR DR et 


1? 
3 


balh = e — Vami 


En faisant la somme de ces égalités membre à membre après avoir 
changé le signe de la première, on a : 


= ah t iseda k arde ana e Ea a su 
ou encore : 
un Ceres 
En choisissant arbitrairement un sens de circulation, on écrit d’une 
façon générale. 

Zi1.R+=v—=XYe ... (82 — 3) 
et la règle est la suivante : les i. R et les v sont comptés positivement 
si le sens du courant (arbitrairement choisi) coïncide avec le sens de 
circulation, négativement dans le cas contraire. Les e sont comptées 
positivement si, dans le sens de circulation, les forces électromotrices 


produisent un relèvement de potentiel ; elles sont négatives dans le 
cas contraire. 


R: Re R3 
d) APPLICATIONS. À ANA — D y V y O +a 
Ey 
A. - Recherchons la valeur de la résis- ; 
lance équivalente R qui, insérée dans un A i B 


circuit, produirait le même effet que les Fig. (32 - 4). 
résistances R,, R, et R, disposées en série 
(fig. 32 — 4). 
Dans les deux cas, le courant i doit être identique. En appliquant la 
loi Ohm au circuit réel, on a : 
V — V V —V V -V Porte 


į = x pe CS C HP es D B a 


COR = R R+R,+R, 


La loi Ohm pour le circuit équivalent donne : 


Vai- Va 
R 


d’où lon tire R = R, + R, + R}. 
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Et en général la résistance équivalente à n résistances R ... R 
disposées en série est 


n 


Ran i (82 — 4) 
1 


B. - Recherchons la valeur de la résistance équivalente R qui, insé- 
rée dans un circuit, produirait le même 
effet que les résistances R,, R, et R, dispo- 
sées en parallèle (ou dérivation) (fig. 32-5). 

La prernière loi de Kirchhoff, appliquée 
au nœud À, donne 


I=L +L +1 


l R 
s 3 . 
£ r La loi Ohm pour les trois branches 
Fig. (82 - 5). fournit : 
A D een ae 
R A R, R 


et en faisant la somme : 


1 1 1 


1 


D’autre part, la loi d'Ohm appliquée au circuit équivalent donne 


V —V 
I A A B 
R 
de 1 u 1 1 m 1 n 1 
a SU Sn a Pre 
e la, on tire R R, R, R, 
1 
ou encore R=- 
1 1 1 
He Ri RE 


D’une façon générale, la résistance R équivalente à n résistances 


R,...R, disposées en parallèle est 
ken (32 — 5) 
n 1 
Nr 
1 R, 
| I 
Dans ce cas, si l’on utilise la notion de conductance : g = y’ la 


conductance résultante est la somme des conductances partielles : 


g= 7g, .. (82 — 6) 
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& 33. - ENERGIE DU COURANT 


Lorsque, dans un champ électrique, une charge électrique q passe 
d’un point où le potentiel est V] à un autre point où le potentiel est V, 
le travail effectué par les forces du champ est : & = q (V, — V). 

Lorsque la charge q passe en un temps t dans une section droite 
d’un conducteur dont les extrémités sont maintenues par un généra- 


teur à la différence de potentiel constante V, — V,, le générateur a 
fourni un travail égal à © = q (V, — V.) ou une puissance 

© ; 

mE - M ee 40) 


Qu'est devenue cette énergie fournie par le générateur ? 

Pour répondre à celte question, considérons deux cas différents : 

1° le conducteur est homogène et n’est le siège d’aucune force élec- 
tromotrice ; 

2° le conducteur n’est pas homogène et peut être le siège de forces 
électromotrices. 


a) CONDUCTEUR HOMOGÈNE N’ÉTANT LE SIÈGE D'AUCUNE FORCE 
ÉLECTROMOTRICE. 


Le travail fourni par le générateur pour faire passer la quantité 
d'électricité q dans la portion de circuit AB (fig. 31 — 2) est : 


ON, es PP = St 
La loi Ohm appliquée à ce conducteur donne 


me 


et en remplaçant on a : 
CSR; Pt (833 — 1) 


L’expérience montre qu’un conducteur parcouru par un courant 
électrique s’échauffe. L'énergie apportée par le générateur se trans- 
forme en chaleur dans le conducteur. C’est l’effet Joule. La puissance 
dissipée en chaleur dans un conducteur de résistance À parcouru par 
un courant 7 est, en joules, J = R.P. 

Par l'apport continuel d'énergie, le conducteur s’échauffe et rayonne 
la chaleur dans le milieu ambiant ; ce rayonnement devient de plus 
en plus important quand la température du conducteur augmente. 
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Finalement le régime s'établit pour une température 0 telle que toute 
la puissance apportée par le courant soit rayonnée dans le milieu 
ambiant. 

Si P est le poids du conducteur envisagé, c sa chaleur spécifique, 
0 la température au-dessus de l’ambiance à un instant t donné et S 
la surface extérieure du conducteur, on peut écrire l’équation diffé- 
rentielle 

R.lF.dt = P.c.d0 + n.S.6.d£t 


Le premier membre représente l'énergie apportée par le courant 
pendant un intervalle de temps dt très court qui suit l’instant t. Cette 
énergie est utilisée : 

a) à élever la température du corps de d 0 degrés, P.c. də; 

b) à rayonner la chaleur dans le milieu ambiant, c’est n.S.0.dt 
si la différence de température entre le conducteur et le milieu n’est 
pas élevée : il est alors possible d’appliquer la loi linéaire de Newton 
relative à la chaleur perdue par rayonnement ; n est un coefficient qui 


dépend de l’état de la surface (couleur, degré de poli, etc.). 
Lorsque le régime est atteint, toute l'énergie apportée est rayonnée 
, | R.P 
R.P =n.5S.0 , ce que détermine 0,, — aa 


Pour le régime d’établissement, nous pouvons alors écrire 


n.S (8 — 0 .dt = P.c.d®0 


d 0 n.S 
ou encore Cor Le 
€ 


9 26 P.e 
IH 


el en intégrant cette expression entre les limites 


= 0; =U et EST, dt 


t 
et en posant F= on obtient 0 = 0, (1 sg 7 | 


Le diagramme (figure 33 —1) traduit le 
régime d'établissement des températures. 

Si l’on veut rapidement atteindre l’équilibre, 
il faut donner à T une valeur aussi petite que 
possible. (Augmenter la surface extérieure S et 
le coefficient n, diminuer le poids P et choisir 
un conducteur dont la chaleur spécifique soit 
Fig. (33 - 1). petite.) Remarquons que si pour un conduc- 
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teur de nature donnée l’on augmente la section en maintenant le même 
courant 1, la même longueur, on diminue la température © et on 
augmente la période de Plétablissement du régime permanent pour 
trois raisons : 


a) la résistance À = p ç diminue ; 


b) la surface extérieure $ augmente ; 
c) le poids P du corps augmente. 


Inversement, si l’on veut rapidement atteindre des températures éle- 
vées pour un conducteur traversé par un courant 7 il faut diminuer la 
section du conducteur. La puissance dissipée par effet Joule peut 


s'exprimer également par J = R.F =p zT Leis a plep et Fon 


CS 


voit que pour un courant 1 donné, la température 6, est d'autant plus 
élevée que la densité de courant i, est grande et que la résistivité p du 
conducteur est élevée. 


Ces conditions sont appliquées lors de la transformation de l'énergie 
électrique en chaleur, notamment lorsqu'on veut construire des appa- 
reils de chauffage ou encore dans la soudure autogène où l’on profite 
de la résistance de contact de deux portions métalliques à souder. Une 
autre application de l'effet Joule est fournie par les lampes à incan- 
descence dans lesquelles un fil fin plongé dans une atmosphère inerte 
est traversé par un courant qui élève suffisamment la température du 
conducteur pour le rendre brillant. Comme application de l'effet Joule 
on peut encore citer les fusibles qui protègent les installations élec- 
triques. Si pour une raison quelconque, l'intensité du courant ira- 
versant l'installation dépasse la valeur maximum imposée, la tempéra- 
ture du fil fin qui constitue le fusible inséré dans le circuit s'élève 
suffisamment pour provoquer sa fusion et interrompre la continuité 
du circuit. 


Par contre, les conducteurs industriels servant à la transmission 
de l'énergie électrique sont proportionnés de façon à ce que leur tem- 
pérature s’élève le moins possible, afin de diminuer au maximum les 
pertes. Pour cela, il faut augmenter la section en proportion de lin- 
tensité du courant à transmettre. 


Lorsque la section du conducteur croît, son poids, et par suite le 
prix de Pinstallation, croît également. Il y a une limite et la solution 
la plus économique est celle précisée par la règle de Lord Kelvin (voir 
notice au bas de la page suivante). 
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b) LE CONDUCTEUR N’EST PAS HOMOGÈNE ; IL EST LE SIÈGE DE FORCES 
ÉLECTROMOTRICES. 


Considérons une portion de circuit qui comporte entre À et B, trois 

tronçons R, R, R, séparés par des forces 

2 électromotrices e’ et e”. Un générateur 

maintient constante la différence de poten- 

+ tiel V, — V, entre les points À et B, un 

courant i circule dans le sens de la flèche 
AT (fig. 33 — 2). 

L'application de la loi Ohm à la por- 


Fig. (33 - 2). | Re 
lion AB du circuit donne 


Ps me re” 
A © e 


ce qui peut encore s'écrire V, — V, = i.R + e-e”. 
En multipliant les deux membres par i on a 


Vi Vote PR e el 


RÈGLE DE LORD KELVIN. 


Le prix de l’installation de la ligne se compose de deux parties : 

1° Les dépenses indépendantes de la section du conducteur comme le placement 
des poteaux pour une installation aérienne ou le prix de la tranchée dans les 
installations souterraines ; soit m francs ces dépenses par mètre courant de ligne ; 

2° Les dépenses qui sont proportionnelles à la section S du conducteur, comme 
le prix du câble qui conduit le courant, soit n.S la dépense par mètre courant 
de ligne. La ligne étant constituée par deux conducteurs, le prix de linstallation 
d’une longueur l est 2(m + n.S)l. Si a est le coefficient tenant compte de Fin- 
térêt du capital et de l’amortissement annuel de l'installation, le prix de la ligne 
s'élève à 2 (m + n .S) l.a francs par an. Si 7 est la valeur de l’intensité de courant 
transporté pendant t heures par an, et p le prix unitaire de l’énergie électrique 
supplémentaire, le coût de l’énergie dissipée annuellement par effet Joule s'élève à 

2RE.t.p=2p.p.E f 
La dépense annuelle totale est donc 


l 
C=2(m+n.S)l.a+2p.p. -y t 
En fonction de S, la dépense C passe par un minimum pour 
1 
2S.n.l.a—=2p.p.f® 7 t 


Soit pour une densité de courant : 
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Le premier membre (V, — V,)i exprime la puissance fournie par le 
générateur et le second membre indique comment cette puissance est 
utilisée. R.i? est la puissance dissipée en chaleur par l'effet Joule. 
e” .i est la puissance absorbée par l'appareil qui produit la force élec- 
tromotrice e’, cet appareil transforme l’énergie électrique en une autre 
forme d’énergie : calorifique, chimique, mécanique, etc. 

Le système e’ produisant un abaissement de potentiel dans le sens 
du courant est un « moteur », il absorbe l’« énergie électrique ». 

e” .i est la puissance développée par l’appareil qui produit la force 
électromotrice e” : il transforme en énergie électrique qu’il fournit au 
circuit, l'énergie qu’il reçoit sous une autre forme. Un système tel 
que e” produisant un relèvement de potentiel dans le sens du courant 
est un « générateur », il fournit de l’« énergie électrique ». 

Si, par exemple, le circuit AB se compose, comme l'indique la 
figure (33 — 3) de deux conducteurs en fer séparés par un conducteur 
en cuivre, seules les forces électromo- 
trices de contact interviennent. Si un Chaud hd 
générateur fait passer un courant i dans 4% a Fe 5 
le sens de A vers B, au point C, la f. e. m. A o e 
de contact produit un abaissement de é vo 
potentiel dans le sens de i, il y a absorp- Fig. (33 - 3). 
tion d’énergie. Au point D, il y a relève- 
ment de potentiel dans le sens du courant, il y a fourniture d'énergie 
électrique au circuit. On constate effectivement que la soudure C 
s’échauffe ; l’énergie électrique s’y transforme en chaleur, et la sou- 
dure D se refroidit, car lénergie calorifique absorbée au milieu 
ambiant s’y transforme en énergie électrique. Ce phénomène de refroi- 
dissement et d’échauffement des soudures des deux métaux lors du 
passage d’un courant électrique est connu sous le nom d'effet Peltier. 


$ 34. - CHARGE ET DECHARGE D'UN CONDENSATEUR 
fig. (34-1) 


Considérons un condensateur plan de capacité C. 
u Pour le charger, relions ses armatures à un généra- 
Î teur de force électromotrice E ; le circuit présente 
une résistance R et comporte une clef. Commençons 

R à compter le temps à partir de l’instant où l'on ferme 
le circuit (la clef est abaissée). A linstant £ = 0 le 

E condensateur ne porte encore aucune charge et par 
e suite la d. d. p. entre ses armatures est nulle. Le cou- 
Fig. (34-1). rant s'établit dans le conducteur dans le sens indiqué 
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par la flèche et des quantités d'électricité de signes inverses appa- 
raissent aux armatures. Soit à un instant f, après la fermeture du 
circuit, i la valeur instantanée de l'intensité du courant et U la diffé- 
rence de potentiel, comptée dans le sens du courant. La loi Ohm, 
applicable à tout instant donne 


Soit q la quantité d’électricité répartie à ce moment sur chaque 
armature. Par définition, q = c.u et augmentation dq de la charge 
pendant l'intervalle de temps dt qui suit l'instant t, est dq = c.du, 
car on suppose que la capacité c est constante et le terme u . dc esl nul. 


d 
L’intensité du courant i est définie par i = _ de sorte que 
i. dt = c .du ; en différentiant i. R = E — u. Il vient R.di = — du, 
di 1 
d’où See 
i R.c 


L'intégration de cette équation différentielle permet de connaître 
la variation temporelle-du courant de charge de la capacité. Les limites 
d'intégration sont 


E 
t=0, U=0, i=1,= et t=tł U=U, i=i 
R 
loi ci di 1 Sa i | j mE 
d ou z=: ts L'— . 2 .C 


Le produit R.c est appelé « constante de temps ». 
Pour trouver la variation temporelle de la différence de potentiel u, 
on part de l’expression 


t 
LE 4 avec ie i.dt 
ra = 7. 1 ; 
ee c Tadi = lo: Re |1- erx] 


l 
finalement u= E | 1—e TR .... (34 — 1) 
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Les deux diagrammes (fig. 34 — 2) traduisent les variations de i et 
de u en fonction du temps. Lorsque le temps de charge se prolonge 
(t > ©), le courant s’annule et la différence de potentiel u égale celle 
qui existe aux bornes du générateur u = E. 


Q t O t 


Fig. (34 - 2). Fig. (34 - 3). 


Déchargeons ensuite cette capacité à travers un circuit conducteur 
présentant une résistance R et muni d’une clef (fig. 34 — 3). 


Comptons le temps à partir de l'instant où l’on abaisse la clef. Un 
courant s'établit dans le conducteur. Convenons de le compter positi- 
vement dans le sens de la flèche qui reste ainsi disposée identique- 
ment au cas précédent. 


Soit, à un instant { après la fermeture du circuit, i lPintensité du 
courant dans le conducteur et u la d. d. p. entre les armatures comptée 
dans le sens du courant. 


La loi Ohm donne i = — a 


R 
Si q est la quantité d’électricité sur une armature en ce moment 
q =c¢c.u et sa variation pendant le temps dt qui suit l'instant t est 


d 
dq = c . du. D'autre part i = TI at par suite 1.dt = c.du. 


dt 
La différentiation de i. R = — u donne R . di = — du et en éliminant 
du on obtient 
di 1 
EE 
i R.c 
En intégrant cette équation différentielle entre les limites { = 0, 
U=E i=-1 = _—- ett=t i= i, on obtient 
š R 
E t 
T — —— e R.c 
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Pour la différence de potentiel u, on a, en partant de dq = i. dt, 
+ 


q— 4, = i.dt, q,—=c.Ë, 


- © 


t 


1 Er ach 
U=. q=E+—| i.dt= E.e Re 
C C dlo 


Le courant circule, dans le cas de la décharge, en sens opposé à 
celui de la charge du conden- 
: J sateur (fig. 34 — 4). 

Il est à remarquer qu’il n’est 
pas nécessaire de procéder 
deux focis à l'intégration pour 

~~ déterminer les fonctions tem- 
porelles de i et de u. Ayant 
déterminé i, par exemple, u est 
Fig. (34 - 4). tiré directement de la loi 
d'Ohm aussi bien dans le cas 
de la charge que de la décharge đu condensateur. 


zE 
å R 


$ 35. - COURANT DE DEPLACEMENT DE MAXWELL 


Le courant de charge ou de décharge du condensateur circule dans 
le conducteur qui relie les armatures du condensateur à la source 
d'électricité : ce courant est dit « de conduction ». 

Physiquement on se figure un afflux d'électrons 
qui, sous l’effet du générateur, quittent une armature 
du condensateur en la laissant chargée positivement, 
circulent dans les conducteurs et s'étalent sur larma- 
ture négative. 

Le diélectrique semble donc inerte, il constitue une 
barrière infranchissable aux électrons (fig. 35 — 1). 
Recherchons avec Maxwell le rôle du diélectrique. Fig. (35 - 1). 

En l'absence de charges, il n’y a pas de champ dans le diélectrique ; 
lorsque les charges apparaissent surles armatures, lechamp est créé 
et il augmente lorsque les charges croissent : 


HA.e 
4a 


I n’y a pas de charges électriques « vraies » transportées d’une 
armature à l’autre au travers du diélectrique du condensateur, il py a 
donc pas de courant à proprement parler. 

Cependant, arrêt du courant, dans l’épaisseur du diélectrique, est 


ÉLECTROCINÉTIQUE 147 


gênant ; pour obvier à ce manque de continuité, Maxwell admet qu’un 
courant d’une espèce spéciale, «le courant de déplacement », circule 
dans le diélectrique, en assurant la continuité du courant de conduc- 
tion amené par les conducteurs. Le circuit électrique est fermé. 


De quelle nature sont ces courants de déplacement ? 


« Ces courants proviennent du déplacement de lélectricité dans les 


a5 
molécules du diélectrique polarisées par le champ H du condensateur. » 


Le courant de déplacement cesse lorsque la polarisation est achevée, 
c'est-à-dire lorsque le condensateur est chargé ; il cesse également 


lorsque le champ polarisant H disparaît, il ne subsiste que pendant 
la période variable de la charge ou de la décharge du condensateur. 
Somme toute, dans le cas. du condensateur plan, tout se passe comme 
si par unité de surface, une quantité d'électricité o traversait le diélec- 
trique à la vitesse avec laquelle se propagent, d’une armature à l’autre, 
les lignes électriques. On conçoit que l'intensité du courant de dépla- 
cement dépourvu d'effet Joule, dépende de la variation temporelle des 
charges, alors que dans le conducteur le flux de courant est conser- 


Lonk ; ; ; 

vatif, div 1 = 0 et qu’à la surface de séparation de deux conducteurs 
— 

différents les composantes normales de y.H et les composantes tan- 


gentielles de H sont continues, à la surface de l’armature qui sépare 
le conducteur du diélectrique, il y a discontinuité de i. 


Maxwell a recherché un vecteur courant dont le flux ne subit pas 
de discontinuité, de telle manière que ce courant, dans les conducteurs, 
soit confondu avec le courant de conduction. 


A cet effet, désignons par ÿ le courant de conduction (dans le con- 
d 

ducteur); par définition à = = . Considérons un élément de conduc- 

teur de volume d t = ds . dl, et soit p la densité cubique et v la vitesse 

des charges qui s’y trouvent. De façon générale, la quantité d’élec- 

tricité contenue dans le volume élémentaire est dg = e.d = p . dl. ds 


dq dl —> E Pa ' 
et —— =p.ds — —P.v.ds. p.v est la quantité d'électricité qui 
dt dt 
. . . ` > 3 
passe par seconde au travers d’une section unitaire normale à v, c’est 
donc la composante normale à la surface ds de la densité du courant 


de conduction De 


La quantité d'électricité qui se trouve sur l’armature provient des 
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charges apportées par le courant de conduction. Si q représente les 
charges réparties sur l’armature de surface S et q’ celles transportées 
par le courant de conduction au travers de la surface S’ du volume 7, 


d da’ à 
on a dq + dq’ = 0, de sorte que a E O | i ds 
dq d -rr di dt Adar TX 
et comme a Te \|| edr, par le théorème d’Ostrogradsky 
d rs 
on obtient on div .. 
dt 


Si d'autre part un champ existe dans un diélectrique, ce champ 
est dû à la présence de charges électriques « vraies » et il produit la 
polarisation. 


— 


1 = 
On a toujours 4x.p = div B ou PP — 1. div B 
+ m 


En supposant que les charges varient temporellement, on obtient 
l'expression suivante : 
de 1 dB č — 1 da > 


= div = div — —- = — diy ï 
Ji + Te T TA : 


—> . 
Introduisons le vecteur courant i de Maxwell en le définissant par 


ES 
la relation (4, par unité de surface) 


EN — 1 dB 
R 4 i seral ooe] 
PE 4x dil À | 
On obtient alors avec évidence div i = 0, ce qui signifie que le 


-> À i 
flux du vecteur i, est conservatif en tout point du conducteur ou du 
diélectrique 


1 dB 
a e ... (85 — 2) 
4 x dt 


est appelé «le courant de déplacement de Maxwell ». 
Dans l'exemple du condensateur plan 


q 
B = 4r.c == 4 x a 


S 


Le courant circulant dans le conducteur est 


ÉLECTROCINÉTIQUE 149 


par suite 
U 1 dB 


Co -a e E pe 


1 S 4 x dt 


C’est le courant de déplacement qui continue dans le diélectrique le 


courant de conduction à aussi longtemps que dure la variation des 
charges sur les armatures. 


Pour être plus général, il faut admettre qu’un milieu quelconque 
présente une conductibilité y et une constante diélectrique e. (Une 
troisième constante magnétique u complète les caractéristiques du 
milieu.) 


Si le courant de conduction est i, = y.H, la relation précédente 
donne pour le vecteur courant 
“A De (85 — 3) 
LL = Y. TET 24: (807 
oh Ja di 


Si l’on veut trouver la puissance à laquelle l'énergie est fournie par 
le générateur à l’unité de volume du corps considéré, il suffit de 


—> 
multiplier expression précédente par H, car 


w = vi = vi S = Ñ. i Se= H.i <. 
—> —> d e, H2 
he E | 
1 i j di EL 


| , eai d /e. H” 
y. H? est énergie dissipée en chaleur par effet Joule, de a 
T 
u 
est la varialion temporelle de l’énergie électrostatique localisée dans 
le milieu (diélectrique). Nous avons obtenu ainsi la première équation 
de Maxwell. 


b) Comme application de cette loi, traitons le problème suivant : 
dans un milieu caractérisé par les constantes y, e on a placé dans un 
volume t une quantité d'électricité dont la densité cubique initiale 
est p. Le milieu de conductibilité y permet aux quantités d'électricité 
de se déplacer sous leurs réactions réciproques et la densité cubique p 
varie temporellement ; il s’agit de rechercher la loi de cette variation. 


Les équations qui correspondent au problème sont : 


deg —> — 
Lae,  — li ; Ù = div Yy. H 
di aa 


et Lr.p = div B = e. div H. 
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. . > r Q ° r 
Eliminons H entre ces deux équations et intégrons, en posant 


($) == 
4n. y 
= 
il vient p=p.e ” 3280 — 8) 
0 est le temps de relaxation, c’est-à-dire le temps nécessaire pour que la 
+ "ET ; ; ] 
densité p soit égale à la fraction — = 0,36 de sa valeur initiale p. 
(fig. 35 — 2). 


Pour un corps conducteur, ce temps est 
excessivement court, de sorte que léqui- 
libre électrostatique (charges réparties à la 
surface du conducteur) est obtenue presque 
instantanément. Donnons une idée de 
Pordre de grandeur du temps de relaxa- 
tion 0 pour le cuivre ; 


Fig. (35 -2) a 5 

Fig. (85 -2). Ds LOI CG 2S es. 
y 17-10 OÙ C.G.S.es 
o, = 2 . 10-18 
4Æ,x.Y 6 


si même la constante e est de l’ordre de 103, le temps de relaxation 
est inférieur à 10-7" sec. 


$ 36. - FORCES MECANIQUES 
DANS LE CHAMP ELECTROSTATIQUE 


= LA 
dA) RECHERCHE DE LA DENSITÉ DE FORCE F QUI AGIT SUR L’UNITÉ DE 
VOLUME D’UN CHAMP. 


Max Abraham en a donné un calcul très élégant. 


Sur une particule de volume dr la force est F.dr. 

Le champ électrique est parfaitement déterminé par la connais- 
sance en tous points de la densité des charges électriques ? et de la 
constante diélectrique €. Imaginons que, sous l'effet des forces du 
champ, il y ait dans une direction donnée un déplacement matériel 
suffisamment lent pour que, à chaque instant, il soit possible de con- 
sidérer le champ comme un champ électrostatique. 


_ —> —> 

Au point de coordonnées x y z soit u le vecteur de vitesse : F X u.d® 
est le travail d © effectué par unité de temps par les forces du champ 
sur le volume d 7. Ce travail est fourni aux dépens de l’énergie poten- 
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tielle W du champ ; par conséquent pour la totalité du champ, le 
principe de la conservation de l’énergie donne : 


Tle 1E xX B. ar | S IEE u.dr 


CA 


Pour trouver F il faut modifier le premier membre de facon à ce 
que la variation temporelle de l’énergie s'exprime sous forme d’un 
produit scalaire. Or, ôW = à, W + 5. W, où à, W est la variation de 


1 > > l 
Pénergie ll H Xx B. dr lorsque p varie et 8. W est celle où e varie. 
x | 


e'i 


1 4 #4 4 -5 1 aaa 1 4 #4 4 a 5 
pen (TAD iee | | èp CH. dr) = | Æ x òB. dr 
87 8 x A 4x Yre 
Or, en verlu de (chapitre I, paragraphe 6) 
H x òB = — grad V x 5B = — div V.8B + V.div ò È 


De plus, la variation de densité 6 équivaut à une variation du vec- 


teur B et (théorème de Gauss) +x.ôs = div 5B, 


E = 
par suite ô, W = | \| (Ha. V.èp — div V.5B) dx. 
i 4 x Lee 
Cette intégrale étendue à tout l’espace se réduit à 
ôW = (V6. dr 
car | | |. div V. ôB. dr = | |. V.6B.ds et à l'infini V est nul. 
| bii 
On a également ôs W = —| | | Hac EC 
Ball. 
dW ee à 1 CCCa de 
de sorte que ne | qe || — dx. 
LS 2 di i A 1} EE 


Pour aller plus loin, il faut connaître la loi de variation de £. Suppo- 
sons, Ce qui est valable pour les liquides diélectriques, que la constante 
diélectrique dépende uniquement de la densité massique m, e = f (m). 
(Kirchhoff). 

Puisqu’il y a déplacement matériel, p, m et £ dépendent simultané- 
ment de x y z et de £. 

La masse de matière en mouvement qui par unité de temps traverse 


Cl c 
une surface fermée S est donnée par —| | ¿aum .ds, (le signe — est con- 
forme à la convention des signes relative au flux) ; elle est égale à la 
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variation de masse contenue dans le volume 7 limité par S, soil 


a 


e v 


5 
cmn i =a 
En vertu du théorème d’Ostrogradsky, — ap = div (u, m). 
C 
am am Ont Am 
D’autre part, l 7 dz 
0x ay 
où 
dm _ Om Hg ðm + am P om 
di ot ® 0x " ay F oz 
om maS 5 ME 
n Fax grad m = — div (u.m) + u x grad m = — m. div u. 


. p de , ° . A r è 
Il est possible d'évaluer a en opérant comme il vient d’être décrit 


C 


à =% de ds dm 
pour M: = — — u x grad £ ; comme — = ,—. —— 
ot dt dt dm dt 
il vient finalement : = | ux srad e + m _ div ù) 
dW Ka — 
et a~ = ai (((7 div (eu) dt + 


r e o 


L 4 


: || (z x grade +n ie 
—— raad e€ m — IV T. 
8x1 e dm i) 
Comme V div (p.u) = div (V . ou) — p.u X srad V 


l de i — 3 de 
et H? m —— div u = div ([H?.m 
dm \ dm 


5 —> de 
È )- u x grad | H? m | 


Les intégrales doivent être étendues à tout l’espace de telle sorte 
que celles portant sur les div. sont nulles et il reste : 


wW = 1 d 
E da \(| ix e. H- t H? grade + p grad( H? .m 3] dx 


dt 


En se reportant à équation de départ : 
> 1 1 de 
F=p. H- 2 Hgrade+ o grad ( H2. m r) E e D 


La force est composée de trois termes : 
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HS 
1° o. H est la force newtonienne qui s'exerce sur les charges vraies 
V 
23 — 
de densité p. D'ailleurs, l’expression de F se réduit à pe. H si la cons- 
tante diélectrique £ a en tout point du champ la même valeur. 


1 
2 = HE grade 
8 x 


Pour que ce terme existe il faut que £ varie d’un point à l’autre du 
champ. A la surface de séparation entre un diélectrique et le vide 
existe une force normale à la surface dont la tendance est de pousser 
le diélectrique dans le vide. 


sa 


d 
grad | R? nas m) est relatif à l’électrostriction. 
m 


\ 


Lorsqu'un champ électrique s’établit à l’intérieur d’un diélectrique, 
il tend à mettre en mouvement les différentes parcelles diélectriques 
qui en sont empêchées par les forces élastiques. Les tensions et com- 
pressions des diélectriques constituent l’électrostriction. On peut faci- 
lement la mettre en évidence en utilisant un condensateur formé de 
cylindres de verre coaxiaux, remplis de liquide conducteur. La varia- 
tion de volume est indiquée en À et en B 
par la dénivellation avant et après la charge 
du condensateur dont les deux bornes « et $ 
sont reliées à une batterie de piles (fig. 36 —1). 


Les armatures du condensaleur sont des TS) 


liquides contenus dans les deux comparti- 
ments. Lorsque l’on charge la capacité, le Fig. TA 1). 
niveau À gş'élève et B s'abaisse sensiblement 

de la même quantité ; le volume du diélectrique tend à diminuer 
et la capacité augmente. Les effets sont fort petits ; ils pourraient 
cependant servir de principes à des appareils de mesure. 


Le calcul de Pélectrostriction peut être conduit assez simplement 
dans le cas des liquides et des gaz, où la pression, la même dans toutes 
les directions, facilite la solution. Puisque la pression varie avec les 
coordonnées de position : F.d = grad p.dr. 


L’équation différentielle pour un diélectrique non chargé est donc 
gad p- H det- grad ( HT m) =0 
— EDS -, STAQ e€ —- Lre = 
op g go a | na 


m 


\ 


Si nous prenons le cas d’un liquide incompressible et que nous 
supposons que la constante diélectrique est uniquement fonction de 
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la densité massique et la même en tout point du diélectrique liquide, 
l'équation se réduit à 


et la différence de pression existant entre les points 1 et 2 du diélec- 
trique s'exprime par la formule 


B 1 , de | / He de j 
PR T í a C a 


qui est calculable si H,, H,, m, et m, sont connus aux points 1 et 2. 

Si, par exemple, H, = 0, cela revient à comparer la pression p, qui 
existe au point 2 avec celle à laquelle le liquide est soumis à l’exté- 
rieur du champ 


1 , E 
, — = In. 
P» P: g x à dm A 
Si la variation du pouvoir inducteur spécifique en fonction de la 
s — ] 
densité est exprimée par o = k.m, on obtient de suite 
€ 
_H, Ce D (36 — 2) 
Pa a e € + . (E TEE 


b) Dans l'hypothèse où e est constant en tout point d’un diélec- 
trique et où sa variation en fonction de m est négligeable, ce qui est 


. > => . , . 
le cas pratique F = p.H et le travail des forces électriques lors de 
déplacements de charges est de calcul très facile. 
Deux cas distincts sont à considérer. 


1° Travail des forces électriqaes lorsque les charges réparties à la 
surface des conducteurs qui se déplacent restent constantes. 


2° Travail des forces électriques lorsque le potentiel des conduc- 
teurs qui se déplacent est maintenu constant. 


Premier cas. 


L'énergie potentielle du système de conducteurs chargés est donnée. 
L'application du principe de la conservation de énergie à ce système 
conservatif isolé donne que tout travail effectué par les forces du 
champ est pris aux dépens de lénergie potentielle qui, de ce fait, 
décroit. dW=—4d@ 
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Considérons n conducteurs chargés placés dans un diélectrique de 
constante e, 


1 , 1 k=n I; 1 
Woas SV, ee Ve Ne 1 a 
9 i i i £ + r € k ik 
k=l tik 
| 1 
en posan Ty, = — 
r. 
ik 
En faisant la somme k = 1, 2..., sans exclure k = i, compte est 


tenu du potentiel que présente la surface extérieure du corps chargé 
superficiellement d'électricité ; cette surface est équipotentielle ; à 


l’intérieur du corps métallique le potentiel est constant ( = 0) eta la 
même valeur qu’à la surface. Les différentes distances r., sont comptées 
a partir du centre de gravité électrique de la charge q, au centre de 
gravité des différentes charges q. On a évidemment 


Py = Pii ou Tir = À. 


L'énergie potentielle totale est exprimée par la formule 


Tin k—=n Í i=n š n iÆk 
= y Ÿ se V OPE MON : ev 
"w Des = Der diese 2 € | = dti t2 S S q, MESE 
ER pae L= l 1 


La double somme du dernier membre est prise entre 1 et n sauf 
pour i = k. Par définition, la force F, dans une direction quelconque x 
est obtenue par le quotient différentiel. 

SW 1 JE 1 ct 
C L a Le. 
Fr = — Eqgi—® — = X2E2q,.q,_© ....(86 — 3) 


. og 2e nog £ e x 


Le problème est donc facilement soluble, tout au moins en principe. 


Deuxiime cas. 


Les différents conducteurs sont reliés à des générateurs ď’électricité 
qui maintiennent, en absorbant ou fournissant des charges électriques, 
leur potentiel constant. En effet, s’il y a déplacement relatif des con- 
ducteurs chargés, il y a variation dans leur capacité relative et puisque 
C et V sont liés par l’expression q = C. V, il est nécessaire de mo- 
difier q dans le même sens que C pour obtenir la constance de V ; 
c'est le rôle des générateurs dont un des pôles est relié au sol (le 
potentiel est nul) et l’autre à un des n corps. L'énergie totale W du 
système est la somme de deux termes ; l’énergie potentielle des diverses 
charges W, et l'énergie des générateurs W „ L'ensemble des corps 
et des générateurs constitue un système conservatif isolé. 


W=W tW, 
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L'énergie potentielle est 
1 k=n 
W — —— > V..q. et q, — y C. . V. 
9 i i i ik k 
k=l 
Comme précédemment pour k = i il vient q, = C,.V,, qui est la 
. - Tai . r y $ 
charge fournie par la pile pour charger la capacité Ci du corps par 
rapport au sol, à supposer que celui-ci constituera à lui seul le système. 
Par suite 


ik î k 


1 : 
W En pu x, C.. % V: + ee C. . V. . V 
p 9 li l 


avec la double somme prise de 1 à n, sauf pour i = k. 
Lorsqu'un générateur débite de l'énergie, son énergie potentielle W, 
diminue d’autant 
dW =- V .dq. 
g i į 
D'autre part, 


W = : 2V eE z d V 
d k~ 9 n ag i 


Le dernier terme est nul, les déplacements s'effectuent à potentiel 
constant, de sorte que 


e 
dW =d(W, +W) +. 2 V,.dg,=-—-dWw.. 


Dans une direction x quelconque, l’expression de la force est 
fournie par 


.... (86 — 4) 
Le problème est solutionné, maïs il faut remarquer que les « dépla- 
cements s'effectuent dans un sens tel que l’énergie W, du système 
de conducteurs chargé croisse ». 
Les applications de ces principes sont nombreuses, en particulier 
le deuxième cas contient le principe de tous les électromètres. 


C) APPLICATION. — ELECTROMÈTRE ABSOLU DE LORD KELVIN. 


Considérons un condensateur plan dont les deux armatures dans 
Pair sont reliées à une pile de force électromotrice E ; x est la distance 
des armatures et S leur surface. 

Dans ces conditions, si les armatures sont libres de se déplacer, 
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elles le feront sous potentiel constant ; elles sont sollicitées l’une vers 
l’autre. La capacité tendant à augmenter, l’énergie potentielle du 
système croît. 


W = 2q. V, q:=-4:-=q 


V, et V, sont tels que, à la fin de la charge de la capacité, E = V, — V, 
d’où 


1 1 
Re RU E O DS 
nat 9 
et dans la direction x, 
Pa taor aoo. 
A LT 2 x Garr? 


La force est attractive puisque son signe est négatif, en conformité 
avec les raisons physiques évidentes. 
La mesure de F, entraîne la connaissance de E si x est connu. 
H? 
S 


8a 


On peut remarquer que, en module, F= 


L’électromètre absolu est conslitué par un condensateur dont le 
plateau inférieur À est fixe et le 
supérieur B est mobile solidaire du 
fléau d'une balance (fig. 36 — 2). 

De manière à éliminer l'influence 
des bords, le plateau mobile est 
muni d’un anneau de garde. Le 


champ électrique H qui règne entre 
les armatures est ainsi uniforme 
sur toute la surface S. 

Le procédé de mesure de la diffé- 
rence de potentiel qui existe entre 
À et B reliés à la source S dont on veut mesurer la force électromo- 
trice, consiste en une pesée. 

Ce procédé est fort peu commode car la force attractive croissant 
comme l'inverse du carré de la distance x, est contrebalancée par 
réaction due au déplacement du fléau que l’on peut approximative- 
ment considérer comme proportionnelle au déplacement. Il est donc 
nécessaire de mettre une butée pour que B ne vienne pas en contact 
avec À et l’on évalue le poids P nécessaire pour produire le décollage 
de B avec la butée. 


Fig. (86 - 2). 
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a) Il existe, à l’état naturel, des corps, comme la magnétite, qui ont 
la propriété d’attirer la limaille de fer. Cette limaille reste attachée 
dans deux régions qu’on appelle « régions polaires » ou « pôles ». 


Ces corps sont appelés « aimants naturels » ; on produit des aimants 
artificiels beaucoup plus puissants. 


Les deux pôles ont des propriétés différentes, on les distingue l’un 
de l’autre par un signe ou par un nom. L'expérience montre que les 
pôles de même nom se repoussent et que ceux de nom contraire 
s’attirent. Un aimant suspendu horizontalement s’oriente de façon 
telle que la ligne qui relie les pôles est parallèle au méridien terrestre. 

Le pôle orienté vers le nord terrestre 

s'appelle le «pôle nord » ; l’autre « pôle 

à sud ». Les régions polaires sont séparées 

par une ligne neutre le long de laquelle 
aucune attraction ne se manifeste. 

Fig. (37 -1). Appelons m et m deux masses d'agent 

magnétique ; supposons ces deux pôles 

séparés par une distance r. On constate que la force attractive ou 

répulsive à laquelle ils sont soumis est une force newtonienne 


1 m nv 
d'expression : F = + —— - H estl une constante caractéristique du 
u r 


milieu qui dépend en outre du choix des unités : c’est la « perméabi- 
lité magnétique ». 


La force est positive et signifie une répulsion si les deux masses 
sont de même signe ; elle est négative ou attractive dans le cas inverse. 
En convenant de prendre u = 1 pour le vide, les unités magnétiques 
sont reliées au système C. G. S. et on obtient Je système d’unités c. g. s. 
électro-magnétique (c. g. s. ém.). Pour le vide, la force s'exprime par : 


m.m’ 
Fa’ 


r? 


« L'unité C. G. S. ém. de masse magnétique est la masse magnétique 
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qui, placée à une distance de un centimètre d’une masse identique, la 
repousse avec une force d’une dyne. » 


Le champ magnétique est l’espace où les actions des forces magné- 


tiques se font sentir. L’intensité F6 du champ magnétique en un point 
du champ, est la force à laquelle serait soumise une masse magnétique 
unitaire (+1) placée au point considéré. Comme dans tout champ 
newlonien on a 


1 
Fe e nA 
L r? 

«L'unité ©. G. S. ém. de l'intensité 36 du champ magnétique est 
l’oersted, elle correspond au champ qui agit avec une force d’une dyne 
sur une masse unitaire (+1) placée au point considéré. » 

Si” désigne le potentiel magnétique, on a 

1 m 
Per 
u r 
c’est le travail qu’effectueraient les forces du champ en éloignant une 
masse unitaire (+ 1) libre de se déplacer depuis le point considéré jus- 
qu’à PFinfini. 

L'unité C. G. S. ém. de% est le potentiel créé par une masse unitaire 
à la distance de 1 centimètre de celle-ci. 

On a de même les relations évidentes : 


dr 


Le flux de force magnétique au travers d’une surface S est défini par 
x = [| FE ds .cos a = ji Fe,- ds 
RS JJs 


L'unité C. G. S. ém. de flux est le Maxwell, c’est le flux qui corres- 
pond à un champ d'intensité de un Oersted traversant la section de 
un cm? normale à la direction du champ. 


> Es 
L’induction magnétique est B = u. Fe 
«L'unité C. G. S. ém. d’induction magnétique est le Gauss. » 
De même, l'énergie localisée dans lunité de volume d’un milieu 
magnétique est donnée par : 
1 I3 X FE 


pera EE OA Es a 
W ea D Te 
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Si l’on pouvait isoler des masses magnétiques d’un signe déterminé, 
les lois magnétiques s’identifieraient avec celles de lélectrostatique. 
Or, l’expérience montre que si l’on casse un aimant on obtient encore 
un aimant de longueur plus petite. En poussant la division de l’aimant 
à l’extrême on obtiendrait une molécule d’un corps qui se présente 
comme un aimant élémentaire sous forme d’un petit dipôle. Il n’y a 
pas moyen de séparer l’une de l’autre deux masses magnétiques égales 
et de signe contraire, ét c’est en cela que consiste la différence essen- 
tielle et profonde entre lélectrostatique et le magnétisme. 


En électrostatique, div B = 4x.p 
tandis qu’en magnétisme div J3 = 0 


Une autre différence de degré est fournie par la polarisation magné- 
tique rigide qui explique lexistence des aimants permanents qui con- 
servent leur orientation moléculaire quel que soit le champ dans lequel 
ils sont placés, à condition toute- 
fois que ce champ ne soit pas 
trop fort. 

De la même façon que pour 
les diélectriques, on définit le 
moment magnétique d’un dipôle 


tm 


— —> 
par le produit l.m = M; pour 
un aimant de longueur finie, on 


Fig. (37 - 2). 


— 
a également un moment total .#, 


. e r . . , . —> À 
L’intensité d’aimantation 4 est définie par J = SA dz étant le volume 
dz 


d’un aimant élémentaire de moment magnétique dA. (fig. 37 — 2). 
Le vecteur J de même que le moment A sont dirigés du pôle 
négatif vers le pôle positif. De même la densité o d’agent magnétique 


qui apparaît sur une surface terminale ds est égale à la composante 
normale 7, de l'intensité d’aimantation : o = J, = J. cos a, 


b) AIMANT PERMANENT. 


1. Considérons un aimant permanent cylindrique dont le champ est 
représenté par les lignes de force (tubes de force unitaires). Un tel 
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aimant n’est pas uniformément aimanté, l'intensité d’aimantation 
varie d’un point à l’autre de l’aimant (fig. 37 — 3). 


A l’intérieur de cet aimant existe un champ dépolarisant 36, spatia- 
lement variable également. En 
un point quelconque P, de 
l’axe du cylindre, ce champ 
est exprimé par 

F6, = I w, to). 

A extérieur en un point P 

situé sur laxe de l’aimant, 
Je, = TJ (wœ — w’) 


= 2x, J (cos o’ — cos a) 


Fig. (37 - 3). 


puisque © = 2 x (1 — cos a) et o = 2 x (1 — cos o) 


a et « étant les angles plans des cônes d'ouverture œ et o. 

Les masses magnétiques ne sont pas rigoureusement distribuées à 
l'extrémité du barreau, par conséquent les centres de gravité des 
masses magnétiques terminales, ou pôles, ne sont pas à la distance l 
qui sépare les faces terminales de l’aimant ; c’est une difficulté pour 
le calcul de la valeur exacte du moment ~ de l'aimant. 

L’aimantalion est uniforme dans la région centrale d’un aimant 


z5 
de longueur très grande, car œ, et œ, tendent vers zéro et F6, s’annule. 
L’aimant sphérique est aimanté uniformément ; une sphère en acier 
trempé plongée dans un champ inducteur uniforme prend et conserve 


—> 4 —> 
une polarisation magnétique uniforme Fe, = EJ x. Jen tous ses points. 


On obtient généralement un aimant en introduisant un morceau 
d'acier dans un champ magnétique créé par une bobine parcourue 
par un courant électrique. La polarisation de l’acier est rigide. Elle 


disparaît cependant très lentement sous l’effet du champ F6, ; aussi, 
pour éviter l’action démagnétisante des pôles, relie-t-on les deux pôles 
de l’aimant par une armature en fer doux ; celle-ci se 

polarise et les masses magnétiques de polarisation con- 

ES trebalancent les masses polaires. L’action démagnéti- 
N [s] sante est nulle. Un tore en substance magnétique dont 
les molécules sont polarisées dans le sens de l'axe 

circulaire du tore conserve sa polarisation puisque les 


Fig. 67-4). pôles n’existent pas. (Fe, = 0) (fig. 37 — 4). 
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2. Pour le fer doux, l’aimantation, variable avec l’intensité du 
champ inducteur, disparaît avec le champ qui l’a créé. Le fer doux 
s’approche du point de vue de la polarisation des diélectriques parfaits 
étudiés en électrostatique. 

Du point de vue magnétique, les corps peuvent être subdivisés en 
deux classes. 

Les corps magnétiques pour lesquels la polarisation se fait dans le 
sens du champ et les corps diamagnétiques, comme le bismuth, qui 
se polarisent dans le sens opposé au champ. Les corps magnétiques 
peuvent être calalogués en paramagnétiques et ferromagnétiques. 

Les paramagnétiques présentent une très faible aimantation, tandis 
que les ferromagnétiques (fer, acier) se polarisent fortement et des 
masses magnétiques importantes apparaissent aux pôles. 


L'intensité d’aimantation J dépend du champ Fe et on écrit 


— —> 

J = x. Fe 
x est la susceptibilité magnétique. Pour les corps dia- et para-magné- 
tiques x est une constante de faible valeur ; l’intensité d’aimantation 


— 
est rigoureusement proportionnelle à 36. Au contraire, pour les corps 
ferromagnétiques x possède une valeur très élevée et elle cesse d’être 


constante quand TG dépasse une certaine valeur. L’étude de la varia- 
tion de x en fonction de Fe sera reprise ultérieurement. 
3. DÉTERMINATION DU MOMENT MAGNÉTIQUE D'UN AIMANT. 

Considérons un aimant représenté par ses pôles + m et — m, dont: 


le moment magnétique est À = m T (fig. 37 — 5). 

Suspendons cet aimant dans un champ 
magnétique uniforme, par exemple dans 
le champ terrestre, de manière à ce qu’il 
soit libre de s’orienter. L’aimant est sou- 


mis de la part du champ à un couple 


A > —> . 
C=F.I.sin 0 — 


— —> —> x — me 
m.3el.sin0=.4{ 9e.sin0= A^ FÈ 
qui le ramène à la position d'équilibre 
pour laquelle 0 = 0. En le déviant de cette position d'équilibre, 
aimant oscille et l’on peut mesurer la période d’oscillation T qui 


moment d'inertie Q 
Te 2x Sn 2 o 
couple maximum Fe. A 


Fig. (37 - 5). 


est égale à 
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La connaissance du moment d'inertie Q et de la période d’oscillation 
permet la détermination du produit Æ . 36. Fixons ensuite l’aimant 
de façon que son axe soit normal à la direction du champ magnétique 
uniforme. En un point P éloigné de l’aimant se trouve une petite 
aiguille aimantée, qui, en l’absence de l’aimant, indiquait la direction 


du champ uniforme 3e. L'introduction de l’aimant crée au point P 
un champ supplémentaire d’iniensité Fe’ et l'aiguille dévie d’un 
angle o par rapport à la position primitive, elle s'oriente dans la direc- 
tion du champ résultant (Fe + F6). 


Par construction on a 


m m DL EE et 
ME RER" 
en négligeant l vis-à-vis de r (le 
point P est éloigné) (fig. 37 — 6) | ii z 
A E 2 A 
JG’ = m re - 
pi T° 


par conséquent 


TE = 5 — Fig. (37 - 6). 


/L 
Connaissant le produit ÆA Fe et le quotient ge 2 détermine le 


moment magnétique „Æ et l'intensité 436 du champ. 
C’est la méthode de Gauss. 


+. FORCE PORTANTE D'UN AIMANT. 


Considérons un barreau cylindrique de très grande longueur, de 
manière à pouvoir négliger à l’intérieur l'intensité 96, du champ 
démagnétisant des pôles. Supposons le bar- 
reau sectionné suivant la surface droite S, 
les deux portions restant en contact. Des 
deux côtés de la surface S apparaissent des 
densités + s et — s d’agent magnétique ; de 
plus, s = 4J. Evaluons la force pour sé- 
parer l’un de l’autre les deux tronçons (fig. 37 — 7). 

L’intensité du champ en un point très près d’un disque est 


Fig. (87-7). 
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2x.60—=2x.J. En face du disque positif (gauche) se trouve une 
masse négative o.S = J, S sur le disque droit. La force attractive des 
deux disques est donc 


Pie LA Se AT S 
Cette force n’est pas la seule à vaincre pour séparer par exemple, 


le tronçon de droite en laissant celui de gauche en place. La face du 
tronçon de droite couverte d'agent négatif, se trouve dans le champ 


a 
uniforme %6 et de ce fait se trouve soumise à une force attractive 


F, = R.0o.S = Je. I.S 


La force totale est F = F, + F, = (2 n, J + 36,9) S 
La mesure de la force F permet de déterminer l’intensité d’aiman- 
tation d en résolvant l’équation 


2x. + E = 0 


d’où 
SERRE: 
TRE +8 


VE 1. 


Seul le signe positif devant le radical convient. 
Ty 
Ce procédé constitue un moyen d'étudier la variation de 7 en 


fonction de 36. 
Pour les corps ferromagnétiques, la susceptibilité x est très grande, 
de sorte que %6 est négligeable vis-à-vis de 3 ; il en est de même de 


la force F, vis-à-vis de F}. 

EE E 
car u=] +4nrn.y=4n.yx 
puisque 4 x x est beaucoup plus grand que lunité. 


> > — — 


D =: En, 2:00. = 4x: 
d’où FEF = — 


est lexpression de la force portante d’un aimant. 
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$ 38. - HYSTERESIS 


En traçant la courbe de J en fonction de 36 on obtient une droite 
pour tous les corps paramagnétiques : la susceptibilité x est constante 
(fig. 38 — 1). Si, par contre, on prend un corps ferromagnétique à 
l’état neutre et qu’on le soumet à un champ croissant, on obtient une 


CORRS TARE MIERT TARTES CORPS FERRO- MAGHETIQUES 
Fig. (38-1). Fig. (38 - 2). 


courbe indiquée en traits pleins. 7 croît d’abord un peu, ensuite rapide- 
ment, avec F6; pour des valeurs de Fe encore plus élevées la croissance 
de J est ralentie, il tend vers une limite qui indique la « saturation » 
magnétique du corps (fig. (38 — 2). 

Si en partant du point P, on diminue l’intensité du champ, le point 
représentatif ne suit plus la courbe primitive, il reste au-dessus de 
celle-ci. Quand le champ inducteur est nul (point M), une certaine 
aimantation d'intensité J = OM subsiste. En changeant le sens du 


= 
champ e et en augmentant ensuite, on arrive à vaincre les forces 
coercitives du corps qui cesse d’être aimanté (point N). Si l’on con- 


tinue à augmenter Fg on arrive à un point P’ symétrique de P par 
rapport à 0 pour la même valeur absolue de intensité du champ que 
celle qui correspond à P. En changeant à nouveau le sens du champ 
inducteur, le point représentatif suit la courbe P’ M’ N’ P ; un cycle 
complet a été effectué et la courbe fermée correspondante porte le 
nom de courbe hystérétique, ou courbe d’hystérésis. L’aire limitée 
par cette courbe, ¢ I . d Fe est proportionnelle aux pertes d’énergie 
par cycle ď’évolution du corps. 

On voit que les phénomènes hystérétiques dépendent du point P de 
départ, ce qui fait que les corps ferromagnétiques dépendent de l’état 
et du traitement magnétique antérieurs. 
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Si l’on veut faire revenir un corps aimanté à l’état initial neutre, 


# 


Fig. (38 - 3). 


p 
B 
A d6 
(6) 
FER DOUX 


Fig. (38 - 4). 


on doit lui faire parcourir des cycles hystérétiques 
non fermés en diminuant progressivement Pinten- 
sité du champ (fig. 38 — 3). On peut ainsi amener 
les corps dans un état très voisin de l’état neutre. 
Lorsque l’on supprime le champ inducteur, on 
constate qu’un morceau de fer doux peut conserver 
une aimantation rémanente très forte, mais la 
force coercitive (OA) est petite et il se désaimante 
sous l’effet d’une cause très faible telle par exemple 
qu’un choc (fig. 38 — 4). 

Pour qu’un aimant soit aimanté de manière per- 
manente, il faut que le matériau utilisé présente 
une grande aimantation permanente et une force 
coercitive élevée ; certains aciers spéciaux pré- 
sentent une courbe hystérétique qui affecte une 
forme rectangulaire, ils conviennent donc parti- 
culièrement bien (fig. 38 — 5). 

Au contraire, pour la construction des électro- 
aimants, il est intéressant d’arriver à la satura- 


tion pour des faibles valeurs de 3% (l'induction est élevée). 
Le permaloy (78 % Ni, 22 % fer) convient à cet effet beaucoup 
mieux que le fer, comme le montre le diagramme (38 — 6). Grâce à la 


Fig. (38 - 5). Fig. (38 - 6). 


rapide croissance de 7 le permaloy possède une courbe hystérétique 
très rétrécie et les pertes sont faibles. 
On peut également traduire les phénomènes hystérétiques en tra- 


çant la courbe 


DB = un. = (1 +4n.x) 9 = FR + 42.3 


en fonction de Fe . Si les échelles de 33 et de F6 sont les mêmes, la 
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courbe = f (FE) tend vers une parallèle à la bissectrice des axes 


quand Fe augmente. Pour les corps ferromagnétiques, 3 devient 
rapidement plusieurs milliers de fois plus grand que F6, on est amené 
à choisir une échelle beaucoup plus petite pour 3 que pour Fe, 
(fig. 38 — 7). 


Fig. (38 - 7). Fig. (38 - 8). 


La courbe J3 = Î (Fe) tend alors vers une droite très peu inclinée 
sur laxe des F6 et le cycle hystérétique tracé dans ces axes devient 
semblable à celui qui était tracé dans le système 7, Fe. (fig. 38 — 8). 

Pour évaluer les pertes hystérétiques, Steinmetz propose la formule 
suivante : p = n. 2316 ; n est un coefficient spécifique de la substance, 
23 l’induction maxima et p la perte par cycle hystérétique par unité 
de volume du corps. 

Cette expression de pertes se trouve assez bien vérifiée pour 
autant que la fréquence ne dépasse pas une valeur, d’ailleurs assez 
grande, de l’ordre de 106. Pour des fréquences plus élevées, 108 à 
109 cycles/sec., la perméabilité u du fer tend rapidement vers l’unité ; 
cette décroissance rend superflu l’emploi du fer pour les hautes 
fréquences. 


$ 39, - REPRESENTATION CONFORME DES CHAMPS 
ELECTRIQUES 
a) DÉRIVÉE D'UNE FONCTION ANALYTIQUE. 


Envisageons lexpression complexe : 
w = P (x, y) + j Q @, y). 


Si l’on pose que Z est une variable complexe, Z = x + jy ....(39—1) 


on a, P œx, y) + jQ &, y) =f) = w .... (89 — 2) 
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Les variations de Z peuvent être représentées dans un plan {plan 
de Z) en choisissant deux axes rectangulaires x et jy. 


Lorsque l'affixe de Z varie, les variations concomitantes 
(A) < de P et de Q sont représentables dans un autre plan, en 
mettant P en abscisse et jQ en ordonnées (plan w). 


Il y a correspondance entre les variations de Z et celles de w et elle 
sera plus ou moins simple suivant la forme de la fonction f (Z). 
Donner à Z un accroissement A Z c’est donner à x et à y des accrois- 
sements tels que AZ = Ag + jAy. Par conséquent, dériver la fonc- 
tion f (Z) par rapport à Z n’a de sens que si la définition de la dérivée 
ÉGEAZE=fC 
Dr 


est satisfaite, c’est-à-dire, si le rapport tend vers 
? a 


une limite finie, lorsque AZ tend vers zéro. 
En utilisant les formules des accroissements finis, il vient : 


N 
A Q \ 


| aP 2 P .12Q cQ 


© 
d’où le rapport 


IP oe ð P . Q 
a z+ 


qui, après division haut et bas par A x, peut être posé égal à À 


oP Q (sr +20) 


x l5x ax \5y I 5y 
= a T 
1 e 
tJ A x 
sea , AU i 
En multipliant les deux membres par 1 + j z et en les identifiant 
on trouve : > 
oP IQ 
—— T hio 
ðP JQ y ` Əy 
ne a = À .... (39 — 3 
2x +J JL j l l 


Soit, en séparant les variables réelles des variables imaginaires : 


3P 8Q 5Q P 


= et Le Pins eue 
ð x oy 


ue o .... (39 — 4) 
0x OU | 


Si cette double condition est réalisée, la fonction f (Z) admet une 
dérivée unique f’ (Z); f (Z) est alors une fonction analytique. 
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D’après (39 — 3), la limite de 


f&+AZD FI) | 3P 30 Q IP _. 
AZ Tex t] Jæ T py lay — 
dw af (2) . 3 f (2) 
ou encor EAS a a a a et No RU | Ta 
core P (Z) I T ; Sy (39 -— 5) 


Cette relation montre que la dérivée f’ (Z) se calcule au moyen des 
accroissements de la variable parallèles aux axes. 


De plus, P et Q ne sont pas des fonctions arbitraires de x et de y, 
mais bien l’une la partie réelle et l’autre, la partie imaginaire d’une 
fonction w = f (Z) = f (x + jy) qui dépend de la combinaison x + jy. 

En effet, on a dans cette hypothèse 
au dw ðZ df 3 Z df JW dw 07 . df 
Se  dZor aZ a aZ ay aZ y l aZ 


b) PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS CONJUGUÉES. 


Si P et Q admettent les dérivées secondes en vertu de (39 — 4) 


EP 32 Q PP 32 Q 
2x? dx 3y 9y? 9x dy 
f 32 P 32 P 
par suite : nie = 
or? 9y? 
.. . (89 — 6) 
2 32 
de même : A 2” Q = 0 
x? ou? 


De sorte que P et Q sont des solutions de l’équation de Laplace 
AV = 0 relative à un domaine plan. P et Q 
sont des fonctions conjuguées. (Cauchy- 
Riemann.) 

Dans le plan Z, P = Cte et Q = Cte repré- 
sentent deux courbes a et b (fig. 39 — 1). 

Aux points où elles se coupent, le même 
accroissement détermine pour P et Q deux 
variations identiques perpendiculaires l’une Fig. (39-1). 
à l’autre. 
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Le coefficient angulaire de la tangente à la courbe P (xy) = K, est 
dP 2Q 
dt i au 
T = =- - et celui de la courbe Q (xy) = K, est m, = a = a 
oe 3x 
1 
en vertu de (39 — 4) les courbes orthogonales, car m, = — nn 
Q 


Si Q représente une surface équipotentielle en posant Q (x.y) = Cte, 
P = Cie est une trajectoire orthogonale, c’est une ligne de force. 


«Un grand nombre de problèmes bidimentionnels (t) relatifs à 
l'équilibre électrique peuvent être solutionnés par les fonctions con- 
Juguées. 

» Dans un système d’axes trirectangles ordinaires, lorsque les sur- 
faces conductrices sont engendrées par le déplacement d’une droite 
parallèlement à Paxe des Z avec une répartition linéique uniforme de 
l'agent, p dx dy représente la quantité d’agent contenue dans le volume 
de base dx dy et de hauteur unitaire ; o ds est l’agent réparti sur la 
base ds. 


» Dans le plan XOY, le potentiel et la distribution de l'électricité 
sont des fonctions de x et de y, le flux doit être conservatif, donc 
AV = 0. 

» Le problème général à résoudre, lors de la recherche de l’équilibre 
électrique est le suivant : 

» Supposons un espace continu, à deux dimensions, limité par deux 
courbes C, et C.. Il faut trouver une fonction V (xy) continue, finie et 
univoque en tous points de l’espace ; fonction qui conserve la valeur 
V, et V, aux limites €, et €, et qui satisfasse à l'équation de Laplace. » 

Les fonctions conjuguées résolvent le problème. 

Remarquons que si une distribution de champ est possible dans un 
plan (z par exemple), la distribution correspondante dans l’autre plan 
(w) est également une distribution de champ. 


Les distributions correspondantes dépendent uniquement de ia 


div 
forme de f (Z) ; le quotient différentiel TZ est appelé rapport de trans- 
formation. : 


(1) J. C. MaxWeLzz : Electricity and Magnetism. 
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c) REPRÉSENTATION CONFORME. 


1. Supposons en premier lieu que f(Z) soit la plus simple pos- 
sible. Appliquons la transformation w = Z. Il vient : 


P4+4+jQ=w=Z=zgz+jy 
Alors 
PERTE et Q =7y 


Si Q est une ligne équipotentielle, y = Cte. Dans le plan de z, les 
équipotentielles sont représentées par des parallèles à laxe des y. 
Il en est de même dans le plan w. 

Une telle distribution de champ correspond à celle d’un condensa- 
teur plan, dont les effets de bords sont négligés. 


2. Soit la transformation w = Z2 
w = P + jQ = (Œ + jy)? = 2? — y? + j2 xy .. (39 — 7) 


donc 
Parey et Q = 2 ti 


Le cas intéressant est celui qui, dans le plan w, correspond à P et 
Q constants, ce qui donne des mailles rectangulaires. 


Fig. (39 - 2). 


Dans le plan z, les courbes correspondantes sont évidemment 

(fig. 39 — 2) 
x? — y? = Cte et xy = Cte 

Si les lignes équipotentielles sont des hyperboles équilatères, les 
lignes de force sont exprimées par x? — y? = Cte, 

Physiquement, deux possibilités donnant une semblable distribution 
existent : 

1° Soit yox, une feuille métallique pliée à angle droit et soit une 
autre feuille courbée en un cylindre hyperbolique posé sur l’une des 
hyperboles tracée dans le plan. Ces deux surfaces sont reliées à une 
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source électrique. Elles sont deux surfaces équipotentielles et la distri- 
bution du champ électrique est représentée par la figure (39 — 2). 


2° Les deux surfaces envisagées, reliées classiquement comme pré- 
cédemment reposent sur le plan yox, qui est un plan conducteur. Les 
lignes de courant, dans le plan yox, sont représentées par les équations 
x? — y? = Cte, 


d) Soit la transformation plus générale w = À Z" où À et m sont 


des constantes données et Z = P e70 
Il vient 
P + jQ = À ™ (cos m0 + j sin m 0) ... (89 — 8) 
par suite : 


P = A p” cos m9 et Q = À p” sin m 0 


Dans le plan w, Q est une surface équipotentielle écrite en coordon- 
nées polaires. Si en particulier Q représente celle pour laquelle le 
potentiel est nul, l’on peut admettre, sans nuire à la généralité, que 
cette surface Q = 0 est celle des conducteurs chargés d’agent. Sin m 9 
est nul, lorsque m0 = x. 

Supposons que a soit l’angle plan d’un dièdre formé de deux plans 
conducteurs ; si l’angle est saillant, 2 x — a est l’angle qui intéresse le 
diélectrique, qui entoure le dièdre, de telle sorte que lorsque l’angle 
0 = 2x — a le point des coordonnées pr et 0 (plan Z) se retrouve à nou- 
veau au polentiel zéro. Alors 


a 9 
1 ITTA ne + 
DE, See et Q = 4P° SIN o; He 
27T— 0 2x— «a 
Or, par définition, 
RE, 
dV x xô 
H == 22. don Hews A e PT Se 
dp 27 — 0 Dr — a 


Ces formules déterminent les distributions des lignes équipoten- 
tielles et des lignes de force pour tous les angles dièdres a. Ainsi, par 


ə x 
exemple, o ae x, qui correspond à un angle dièdre rentrant de DI 


on se trouve précisément dans le cas étudié précédemment (w = 22). 
On trouve en effet m = 2 et la transformation est bien w = AZ? 
T 


identique à l’échelle À près. Pour à = —, m = my correspondant au 


cas d’un dièdre d’angle « = 90° saillant. La figure donne les distribu- 
tions dans le plan des Z dans hypothèse où A = 1. Les deux figures 
suivantes (plan Z) sont relatives à a = 60° et 30° avec À = 1 
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PR 
nc: rs D 
X — 3 XX — G 
9 
I: = ae 
: o 3 6 
2 9 m = Ea m = 11 
Q = p3 sin 3% Q 
Q=1, 2 4 Q=1| 2 J Q= 1 | 2 
© | sinm.0}) o p e |sinm.@| p p p | sin m. ô p p | p 
0 0 co ce ce | 0 7a) co co 0 co co co 
15 | 0,174 | 5,75 0,156 0,143 9,5 
30 | 0,342 | 2,95 | 5.9 |11.8 | 0,309 | 71 1225 |446 | 0.281 2,8 10,1 | 36,5 
60 0,643 1,56 | 3,12 | 6,25] 0,588 2,41 7,4 |15,2 0,539 0,85 3,1 |11 
90 | 0,866 | 1,16 | 2,32 | 4,64! 0,809 | 1,42 | 3,95| 8,9 | 0,754 0,07 1,6 | 6 
120 0,985 1,01 | 2,02 | 4,04) 0,951 1,09 | 5,4 7.6 0,91 1,2 | 48 
135 | 1,000 | 1 2 4 | 
150 | 0,985 | 1,01 | 2,02 | 404! 1,000 11 | 3,2 | 6,3 | o99 À | 11 | 36 
ES SE E A E A n, 1,00 | 0,00 | : 1 | 35 
180 | 0,866 | 1,16 | 2,32 | 4,64) 0,951 | 1,09 | 3,4 | 26 | 099 À | 1,1 | 3,6 
210 | 0,643 | 1,56 | 3,12 | 6,25! 0,809 | 1,42 | 3,95| 8,92| 0,91 1,3 | 4,3 
240 | 0,342 | 2,95 | 5,9 111,8 | 0,588 | 2,41 | 7,4 |15,2 | 0,754 0.07 1,6 | 6 
270 0 co co 0,309 7,1 122,5 |44,6 0,539 0,85 3,1 |11 
300 0 co | œ | æ | 0.281 2,8 10,1 | 36.5 
330 : 0 A TEN A. 


A mesure que langle saillant a diminue, plus le champ augmente 
dans. les environs du sommet. D’après la formule de H, on trouve que 
pour : 

T 
3 
distance au sommet. 


2 
a = le champ varie comme l'inverse de la puissance + de la 


T 
a — or le champ varie comme l’inverse de la racine cubique de la 


distance au sommet. 


CL: = 


x le champ varie comme la racine carrée de la distance 


e 


au sommet, 
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5 
Ari le champ varie comme le carré de la distance au sommet, 


a = x le champ est indépendant de la distance. 
e) Considérons la transformation w = AlyZ ; Z = pet 
P + jQ = AlyZ = Aly [ee] = Alge + jAO ...(89— 9) 


P = Alyp = Aly V 2 + y? 
d’où 


a[& 


SR 


1. Si dans le plan Z, l’affixe du point de coordonnées xy décrit une 
circonférence de rayon #? = x? + y?, dans le plan w, P décrit une 
droite parallèle à l’axe Q et lorsque 


Astostis=tes -a (fig. 39 — 3). 


2. Dans le plan Z les circon- 
férences peuvent représenter, 
soit des lignes de force, soit 
des surfaces équipotentielles. 
Les rayons issus de 0 sont 
respectivement les traces des 
plans équipotentiels ou des 
lignes de force. La première 
hypothèse correspond physi- 
quement au cas de deux plateaux copla- 
naires chargés d’électricité de signe 
contraire et séparés en 0 par une distance 
très petite. Le potentiel en B est supposé 
nul (0 = 8) et en « il est égal à x. La 
constante À établit les échelles. L'autre 
hypothèse correspond au cas d’un fil 
chargé linéiquement et placé en 0. 

3. Supposons que dans le plan Z, x et y 

Fig. (39 - 4). soient représentés par un système rectan- 
sulaire. Dans le plan w, P et Q sont repré- 
sentés par la figure (39 — 4). 


Pour différents y, en donnant à x une suite de valeurs, on détermine 
P et Q. 
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P = ly y 2+ y? Q = tg1 


| 
| 
Ca 3 2 1 0 
0,72 0,11 0,9 
0,165 | 0,245 0,46 1,57 


x: 
Le 
bd 
pb 


1,15 | 0.8 0,35 | 0 
0,47 | 0,78 | 1,57. 
1,28 | 1,03 | 0,8 | 0,69 
0,59 | 0,78 1,1 1,57 

144 | 1928 | 113 | 11 
1 1,25 | 1,57 


So TS T|o 
© 
Co 
en 


H 

E 
TE E 

E 

E 


© 
> 
N 
(Pe) 


dw 
f) RAPPORT DE TRANSFORMATION IZ 
Le rapport 
dw IW aP , 3Q 
Po N | à = + ] ——— 
17 = f (Z) = T AL er 
aP | 
‘3o TS O 0) 

oy oy əy x 


en vertu de (39 — 4) est en général une quantité complexe et comme 
à toute surface élémentaire du plan Z, correspond une surface élémen- 
taire dans le plan w, la grandeur relative des côtés, ainsi que leur 
orientation, dépendent uniquement des coordonnées et de la forme 
de la transformation. La formule (39 — 10) le montre, puisque P et Q 
sont fonction de x et de y. 


di 
Puisque A est indépendant de la direction du côté et qu’il varie 


d’un point à l’autre, cette variation est cause de la différence entre les 
mailles du plan Z et celles du plan w. 
2Q oQ 


D’s tr € et, H =. — et H =, 
autre part, H, T ; 7y 
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dw 
on peut écrire : go~ H (cos 0 + j sin 9) ... (389 — 11) 
m H 
avec H= \' H” + H5, et GT T 


Numériquement lintensité du champ électrique égale le rapport de 
transformation et le transfert de élément dZ du plan Z dans le 
plan w nécessite sa multiplication par — H et une rotation d’un angle €. 


Etudions un exemple concret : 
Soit w = Z?, P=&æ— y et Q = 2 xy. 


Dans le plan Z, choisissons 
un point À (x = 1, y = 0) et 
construisons le carré ABCD 
de 0,3 d'unité de côtés 
(fig. 39 — 5). 

Dans le plan w, le point À’ 
correspondant, a comme coor- 

Fig. (39 - 5). données P = 1 et Q = 0. 
Les coordonnées des points 
A’ B’ C’ D’ se calculent aisément et l’on obtient le tableau suivant des 
coordonnées relatives aux deux couples de carrés correspondants de 
sommet À et À,, qui donne la figure jointive. 
Comme il a déjà été dit, la diffé- 


: 7 P o | rence entre les figures d’un plan à 
= — |__| Pautre ne provient que du rapport 
A 1 0 A A 0 de transformation. En A, Z = 1 
B |13| 0 B 169] 0 dw M 
se DÉS et = 2 Z = 2, de telle manière 
où as l'os © l'Le los dZ 
a o D a 6 que la surface ABCD donele de 
SEEN zeen dimensions linéaires lorsqu'elle est 
considérée dans le plan w. 
A; | 2 1 A', | 3 4 LE oJ 
= — TES —— EnA, Z=2+j= 3 e 
B, | 23 | 1 B [5,3 | 46 1 Wa \ 
1 
Cı | 2,8 | 1,8 | C4 | 3,6 |6 avec 0 = tg- DA 0,46 
D |2 |18| D, |28 |52 
— E dw 0.46 
R | d’où a 3,46 P i 


c’est-à-dire qu’en À les dimensions linéaires sont multipliées par 
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dw 


dZ 
dantes diminuent de plus en plus. Si Pon se reporte à la figure corres- 
pondante à cette transformation w = Z? où l’origine est en définitive 
un point de la surface équipotentielle (angle dièdre), la courbure con- 
cave des surfaces équipotentielles augmente lorsque l’on se rapproche 
de l'origine, le rapport de transformation et par suite l’intensité du 
QG — JT 


3,46. Lorsque À s'approche de l’origine les surfaces correspon- 


champ électrique s’annulent. Comme 2 x > a > x, exposant 


de P dans l’expression de H, étant positif, 2n— o 
z ma zO 


) Dx— a 2an — a 


tend vers zéro lorsque pe diminue. Au contraire, dans un autre cas 
(angle dièdre saillant), si les surfaces équipotentielles étaient con- 
vexes le champ augmenterait indéfiniment à mesure que l’on se 


a — N 
rapprocherait de l’origine. Se exposant de p dans l'expression 

x — a 
de H, devenant < 0). 


Les surfaces correspondantes ne sont semblables qu’à la limite ; 
ce sont alors des surfaces élémentaires infiniment petites. Rappelons 
alors que si les mailles dans le plan w représentent une distribution 
possible, les mailles dans le plan Z donnent également une distribu- 
tion possible. 

Jusqu’à présent, le problème traité fut celui de trouver les corres- 
pondautes lorsque la transformation est donnée. 


g) Pratiquement le problème est beaucoup plus difficile à résoudre, 
il se pose de la manière suivante : Certaines surfaces équipotentielles 
sont données. Si l’on trouvait la transformation qui satisfait aux con- 
ditions connues, le champ serait déterminé. Toute la difficulté git dans 
la recherche de la transformation. 

Comme il vient d’être vu, suivant qu’un sommet est concave (ren- 
trant) ou convexe (saillant) l’intensité du champ tend vers zéro ou vers 
l'infini. Schwarz et Cristoffel ont donné une transformation qui permet 
de passer du contour polygonal linéaire (1) dans le plan des Z à une 
drotte INDÉFINIE dans le plan w. Dans un but évident de simplifica- 
tion, cette droite est supposée représenter la surface équipotentielle 
Q = 0. Soit dans le plan Z le contour polygonal ABCD, qui correspond 
dans le plan w à la ligne indéfinie A’ B’ C’ D’, qui est supposée au 

(1) Cette manière de procéder permet de ramener le cas à étudier à celui du 
condensateur plan, puis de remonter en sens inverse à l’aide des transformations. 
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potentiel zéro. Dans le plan w, un point quelconque du polygone doit 
être aussi bien à + œ qu’à — œ. Souvent on s'arrange pour que cela 
soit un sommet, disons par exemple D’. 

Comme Q = 0, les coordonnées de A’ B’ C D’ sont simplement 
a, b, c, d puisque w = P + jQ (fig. 39 — 6). 


W 


Fig. (39 - 6). 


Le transfert d’un élément du plan Z dans le plan w s'obtient par 


dw .., 
multiplication par le rapport E et inversement le transfert de w en z 


dz 
s'obtient par le multiplicateur a dont leffet est d'augmenter l’ampli- 
w 


tude par le module de To et de faire tourner lélément dans le sens 
w 


; ; dz 
trigonométrique d’un angle donné par l’argument de Pr 
w 


Aux différents sommets de la figure ABCD, —— doit être ou zéro 
ou l'infini. am 

Considérons le segment de droite AB, comme résultante de la juxta- 
position d’éléments correspondants de A’ B’. Chacun de ces derniers 


dZ 
éléments est multiplié par To c’est-à-dire qu’ils doivent tous tourner 
de langle 0. ss 
dZ o, un 
De plus —— doit être nul ou infini en B. 
Si T est un produit de facteurs, l’un d’eux aura comme expres- 
w 


sion (w — b)"v car, (w — b) s’annule en B’ de telle sorte que (w — b) “e 
est nul ou infini suivant que p, est positif ou négatif. 


dw 
Pour qu’en chaque sommet du polygone la fonction da soit nulle 
ou infinie, posons : 
dZ 


me K (w — a)”a (w — b)" (w — c)*e (w — d)“a  .... (89—12) 
wW 
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La nature de K est actuellement indéterminée, on montre que si K 
est une constante la condition de rotation est également satisfaite. 

En cheminant de À en B, Q = 0 et a < P < b de telle sorte que 
les quantités (w — a), (w — b), etc., sont toutes réelles, positives ou 
négatives. 

L'argument de chacune des quantités positives est 0 et celui des 
négatives + x, dZ doit rester constant le long d’un côté polygonal et 
changer brusquement au sommet. 


Dans le plan w, (w—a), (w—b)...restent constants sauf aux 
À dZ ; 
points correspondants A’ B’.... L’argument de TA doit donc rester 
w 


constant le long d’un côté. 
Si dans (39 — 12) K est une constante, il vient de par les propriétés 
des imaginaires : 


dZ 
argument de (ie) = u, arg (w — a) + p, arg (w — b) +.... (39 — 13) 


dZ 
— 6. 
=) R 


Z 
Le long de AB, arg pa | = 0.,, le long de BC arg k 
w 


Lors du passage au sommet B, la discontinuité de l’argument est 
0, — 0, qui équivaut à x — ß et brusquement (w — b) change de signe 
car w l’emporte sur b, par suite son argument change + x. 

Il vient donc lorsque le sommet B est franchi de À vers C 


n— psu mT 


Le signe est à déterminer par considérations physiques ou par coni- 
paraisons. 


Supposons, par exemple, que le champ soit considéré à l’intérieur 


du polygone, alors si l’angle est inférieur à x, est infini et au 
contraire égal à zéro si l’angle est plus grand que x. 
En B, B<x par suite u, <0 et il vient : 
B — x 
Wi Ni 
g z 
Il viendrait identiquement dans le cas du polygone ABCD où tous 
les angles sont inférieurs à x 


— ~~ 


dZ LTT TE Desa S T Ò 
yy E(w- a; z (w—b) r (W—C) x (w-d) rx ....(39 — 14) 
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h) Plusieurs transformations successives peuvent être appliquées 
soit =+ jn =® (27) 


une transformation du plan Z en le plan 5. 


Une deuxième transformation w = f (E) 
ramène dans le plan w. 
Be Si l’on a à rechercher la distribution du 


champ électrostatique en deux plateaux 

E F nc : ; 
oe” indéfinis ayant la forme ci-contre, il est 
toujours possible de considérer la figure 
(S5) 3 ABCDEF comme un polygone (fig. 39 — 7). 
B et C ainsi que A et F se confondent à 


STA 89 E F7" l'infini. Le polygone est traité ainsi qu’il 
vient d’être et dans le plan & on obtient la 
a. droite AF, puisque n = 0. 
A cette droite appliquons la transforma- 
C e E p tion w = À Ig § (§ e - 2e cas), qui dans le 
Fig. (39 - 7). plan w correspond au cas du condensateur 
plan. 


En faisant le processus inverse on trouve la distribution dans le 
plan Z. Les calculs sont longs et difficiles. 


CHAPITRE V 


ÉLECTROMAGNÉTISME 


$ 40 
a) CHAMP MAGNÉTIQUE CRÉÉ PAR UN COURANT. 


Un courant qui traverse un conducteur développe dans lespace 
environnant un champ magnétique qui perdure pendant le temps de 
passage du courant. 

Considérons un conducteur rectiligne filiforme (fig. 40 —1) (les 
dimensions transversales d’un conducteur fili- 
forme sont négligeables vis-à-vis des dimensions 
longitudinales) de longueur infinie (pratiquement 
très long) aux extrémités duquel agit une diffé- 
rence de potentiel développée par un générateur, 


et soit à l'intensité du courant passant dans le 
conducteur. Le champ magnétique est circulaire ; 
dans tous les plans x normaux au conducteur, Fig. (40 - 1). 

les lignes de force magnétiques sont des circon- 

férences concentriques ayant comme centre le point de percée 
du conducteur dans le plan x. Le sens de ces lignes de force 
est donné par la règle du tire-bouchon : en enfonçant un tire-bouchon 
dans le sens du courant, le sens de rotation donne le sens des lignes 
magnétiques. Ce champ a été étudié dans le détail au $ 18. Biot et 


a 

Savart ont déterminé expérimentalement l’expression de lintensité 36 

du champ magnétique en un point p distant de a du conducteur recti- 
O 

ligne infini parcouru par un courant i : 


2 à 
TC Dis ... (40 — 1) 


k est une constante qui dépend du milieu et du choix des unités. 


Fe est la force qui agit sur une masse magnétique unitaire (+ 1) 
placée en p. Si cette masse (+ 1) était libre de se mouvoir, elle décri- 
rait une circonférence autour du conducteur. La force qui agirait 
sur une masse magnétique + m placée au point p serait évidemment 


F = m. Ñ 
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= 

Si la masse + m est fixe, la réaction de la force F agit sur le con- 

ducteur qui, s’il est libre de se mouvoir, se déplace en sens inverse 
de m. 


b) Lor DE LAPLACE. 


Si dF est la contribution élémentaire d’un élément dl de conducteur 
filiforme, nécessairement la somme de ioutes les forces élémentaires 
sur la masse + m supposée en p, donne : 


i.m 
— .... (40 — 2) 
a 


Fe 2: 


Laplace propose pour la force élémentaire l’expression 


ap = k.m i. dl. sin (di, r) 23. (EÛ0 — 3) 


r? 


Cette force dF est normale au plan formé par dl et r et son sens 
est donné par la règle du tire-bouchon 
énoncée plus haut (fig. 40 — 2). 
Monirons que cette formule permet de 
retrouver la force due à l’action de tout 
le conducteur. On voit sur la figure 


—> — TT 
(40 — 2) que l’angle (dl, r) = g P, 


par suite sin (dt, T) = cos $. En po- 
sant dB langle plan sous lequel on voit, 


Fig. (40 - 2). du point p, élément dl, on a 
dl. cos B 
2 = dB. 
r 


D’autre part, r = et en remplaçant on obtient 


k.m.i 


dF = — cosP.dB 


En intégrant cette expression pour tout le conducteur, c’est-à-dire 


JT JT 
de — % à + ©, les limites pour B sont — —— et + — , on retrouve 
2 2 
(40 — 2), 
La formule de Laplace vérifie la loi expérimentale de Biot et Savart ; 
nous admettrons sa validité dans tous les cas. 
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c) RÉCIPROQUE. 


Si dF est en module, la force avec laquelle un élément dl agit sur 
une masse + m et si m est fixe, l’élément de courant i. di est sollicité 


avec une force égale de sens opposé : 
dF = a i. dl. sin (r, dÙ 
T 


En remarquant que lintensité du champ magnétique créée par + m 
m + 
à l'endroit où se trouve dl est 3e = k — , et est dirigée suivant la 
72 
distance r, du point p vers l'élément dl, dF se transforme en 
dF = Fe .1.dl sin (Fe , dl) .... (40 — 4) 
Cette formule est l’expression de la force qui agit sur un élément de 


Le ? . . 2 => 
courant 1.dl placé dans un champ d'intensité Fe. 
La règle des trois doigts de la main gauche appliquée à endroit 
où se trouve dl donne le sens de la force : 


= 
Pindex est dirigé dans le sens du champ Fẹ, 


le majeur dans le sens du courant È le pouce 
indique alors le sens de la force () 
(fig. 40 — 3). 

L'expression précédente est susceptible 
d’être étendue au cas de plusieurs masses 
magnétiques où, d’une façon générale, lorsque 
l'élément de courant i.dl se trouve placé 
dans un champ magnétique d’intensité résul- 


tante Fe. 


Fig. (40 - 3). 


d) Le travail développé par les forces du champ électro-magnétique 
sur une masse unitaire qui décrit un contour fermé est égal à 4x ki 
ou nul suivant que le contour contient ou ne contient pas le conduc- 
teur (18 — 10). 

Le flux ® est pour un conducteur filiforme l'intensité du courant i, 
tandis que la densité de flux ọ par unité de surface est généralement 


(1) Comme les trois doigts forment un trièdre trirectangle, dans le cas où 


l'intensité du champ J6 n’est pas normale à dl, on dirige l’index dans le sens de 


-> 
la composante normale à dl de l’intensité du champ 6, l’orientation des autres 
doigts étant celle de la règle énoncée. 
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dénommée i, densité de courant par unité de section du conducteur. 
En vertu de (18 — 3) on a : 


© = k4x fi, dS = jj (rot F) dS = $ Je, dl. 
Le travail de circulation du vecteur Fẹ le long du contour limitant 


i à A 
la surface S est égal à 4 kx fois le flux du vecteur z à travers cette 
surface ; vectoriellement, eu égard au théorème de Stockes : 


kolu ER ..…..(40 — 5) 


1 


e) CHOIX DES UNITÉS. 


La constante k qui dépend du choix des unités du milieu dans lequel 
les actions électromagnétiques se font sentir, possède sensiblement 
la même valeur pour le vide et tous les milieux autres que ferro- 
magnétiques. On choisit les unités en posant k = 1 pour le vide. 


$ 41. - APPLICATIONS (k = 1) 


a) Recherche de l'intensité du champ magnétique en un point de 
l'axe d’une spire parcourue par un courant 
(ñg. 41 — 1). 


1° Par la loi de Laplace. 


La coupe diamétrale de la spire est repré- 
sentée sur la figure adjacente. Supposons que le 
courant entre par la section inférieure © 


i Fig. (41 -1). et qu'il sorte par la section supérieure ©. 
Au point À, un élément dl de la spire agit sur 
la masse magnétique + 1 avec une force élémentaire : 


-> '.dl 
sin (r, dl) = i 


a N 
r? r? 

car langle G, dÙ est droit. Cette force est normale au plan formé 
par dl et r et son sens est donné par la règle du tire-bouchon. L’élé- 
ment symétrique de dl agit sur (+ 1) avec une force égale dirigée 
symétriquement de l’autre côté de l’axe. La masse (+ 1) est sollicitée 
uniquement par les composantes dans la direction de l’axe des diffé- 
rentes forces élémentaires d F6 . cos ß. 
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Au point À. l’intensité du champ est donnée par l’expression 


+ 


IG = cos b 
Spire r 
R y R2? 
Comme R = r.cos B, Hace T E ee 
1 Spire r’ 
.... (41 — 1) 
Au centre de la spire lintensité du champ devient (r = R) 
7 2 x.i 
IE T R 


2° En appliquant le théorème de la couche double. 


Placée dans un champ magnétique, une spire parcourue par un 
courant se comporte comme un aimant plat (fig. 41— 2). Dans un 
champ uniforme, elle est soumise uniquement à un 
couple qui l’oriente de façon à ce que le flux maxi- 


mum entre par sa face négative ou sud. Assimilons 

la spire à une couche double magnétique de moment 
> 17 ° | 

unitaire .#/.,. Si ø est la densité superficielle et e Fig. (41 - 2). 

l’épaisseur de la couche double, on a A, = 6.e. Le 


moment total A = .4,.8 et le potentiel % en un point quelconque 
de l’espace, dû à la couche double, est 


Y = A.o. (0) 


w étant l’angle solide sous lequel, du point considéré, on voit la face 
positive de la couche double. En un point situé très près de la surface 
négative, le potentiel est — 2x. A4, et, très près de la surface positive, 
il est 2x A, ; en passant d’un côté à l’autre de la couche double le 
potentiel subit une discontinuité égale à 4x..4,. Cette discontinuité de 


potentiel équivaut au travail du vecteur FÈ le long du contour AEC ; 
d'autre part (fig. 41 — 3), le travail le 

Le long du contour fermé ABCDA est nul 

(le flux de courant embrassé par le cou- 
rant étant extérieur au contour). En fer- 
mant le contour par AECDA, c’est-à-dire 
en traversant la couche double, le tra- 
vail est égal à 4 x i (le conducteur étant 
Fig. (41 - 3). embrassé par le contour), par consé- 
quent pour traverser la couche double 
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(AEC) les forces du champ fournissent le travail 4 xi équivalent à la 
diminution du potentiel correspondante : 


4x. A, = 4 x.i 
d’où EE Aa .... (41 — 3) 


L’intensité du champ suivant l'axe de la spire est 


Gp d% . do 
Ie Rs et E 
dx dæ 

i R2 

et comme o = 2x 4 — l eer = RE ota ona dJe = Dil 

F re? 


b) Bobine circulaire de faible épaisseur. 


Les n spires de la bobine traversées chacune par un courant í seront 
dans ce cas assimilées à une spire unique traversée par 
un courant n fois plus fort. L’intensité du champ en 


9 


t 


R 
un point de l’axe de la bobine est alors36—=2x.n.i — 


r? 
Le moment magnétique total d’une semblable bobine 
est A= n.i. S. 


c) Recherche de l'intensité du champ magnétique en 
Fig. (41 - 4). un point quelconque du plan d’une spire filiforme 
(fig. 41 — 4). 


En un point p distant de a du centre 0 de la spire, l’élément de 
courant idl développe un champ 


’ 1.dl,cos« . rdß id B 
d Fe = — = l —— = 
r2 r? T 
Comme r = \ R? — a? sin? B + a cos B, 
1 Y Rd sin? B — a cos p 
en posant k = ns l'intensité du champ au point p s'écrit 


w 


> i 2T PTE Re A aa | 
Fe = r | (\ R? — a sin? B — a cos B) dB 
Reda.) 


ÉLECTROMAGNÉTISME 187 


i “27 "2 
srl VI 2 sin? ap — a | cos Ba | 
0 


R° — a 
CA Ca 
O R m, , R 
E \ 1—k?sin8d&=i ___4r, 
ET PR? — a? f 


m 
E étant l’intégrale elliptique complète prise entre les limites 0 et 0. 


dont les valeurs se répètent ideutiquement dans les quatre cadrans ; 
elles sont données dans des tables. 


d) Bobine solénoïdale (fig. 41 — 5). 


Considérons une bobine constituée par des spires circulaires planes 
parallèles, raccordées par des petites portions 
de conducteurs parallèles à l’axe de la bobine 
et négligeons les perturbations apportées au 
champ électromagnétique par les raccords de 
spire à spire. Si le solénoïde est assez long, 
l'expérience montre qu’en son milieu, les 
lignes de force magnétiques sont confinées à Fig. (41 - 5). 
l'intérieur des spires. 


1. Imaginons, dans un plan contenant laxe de la bobine, un con- 
tour rectangulaire ABCD de longueur 
AB = DC = 1 renfermant à l’intérieur 
n, spires traversées chacune par le cou- 
rant i (fig. 41 — 6). 

L'application du théorème de Stockes 


Fig. (41 -6). 


> 
donne 4 x fois le flux du vecteur i au 
travers de la surface rectangulaire = 


Travail de circulation du vecteur 3 le long du périmètre du rectangle. 


Le flux du vecteur i est égal à n} . ií et le travail de circulation de Fe 
se réduit à #6 . DC. En effet, le long de AB le travail est nul puisqu'il 
n’y a pas de champ à l’extérieur de la 
bobine, et les segments AD et BC sont 
soit en dehors du champ, soit normaux 


à Je: le travail yest encore nul. Alors 


4Æn.n,.i=396.DC et Fe = 4 «x.n.. 
... (41 — 4) 


2. Autre démonstration (fig. 41.— 7). Fig. (41-7). 
Subdivisons le solénoïde supposé infi- 


188 ÉLECTRICITÉ THÉORIQUE 


niment long en tranches de largeur dx. Recherchons l'intensité du 
champ en un point p de laxe. L'action d’une tranche, analogue à une 
spire, donne un champ élémentaire : 


... (41 — 5) 


d Fe —=2rx.n,.t.dx 
En introduisant langle $, comme l'indique la figure (41 — 6), on a 
R =r .cos ß et remarquant que dB est l’angle plan sous lequel on voit 
le segment dx du point p, il vient : 
dx . cos | 
ae = OU et Reponse co bah 
pa 
et intensité du champ est due à tous les éléments 


+; 
7 =2a.mi | cosB.df=4x.n..i 


“To 
REMARQUE IMPORTANTE. 


A lPintérieur d’un solénoïde, le champ n’est pas uniforme. En effet, 
l'intensité Fe est 4 xn, i au milieu et 2 x n, i à l'extrémité. Des lignes 
de force s'échappent done au 
travers des spires sans atteindre 
l'extrémité. La formule 


Je = &x.n,.i 


nest valable que pour la région 

médiane d’un long solénoïde. Un 

solénoïde est en effet comparable 

à un aimant de même longueur 
Fig. (41 - 8). (fig. 41 — 8). 

Si tout le flux de force sortait et 

entrait uniquement par les faces terminales du solénoïde, le moment 


total A serait égal à 


AL =n.A,.S=n.t1.S. 


%2 AL 


L’intensité d’aimantation correspondante serait : 


Volume S.I pa à 


et cette expression serait aussi celle de la densité superficielle 
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o =J = n,.1 qui apparaîtrait sur les faces terminales de l’aimant 
(faces normales à la direction de Jẹ). Auprès de cette surface 


Fe — 2rxo—2nn,i. 


Si l’on glisse à l’intérieur d’un solénoïde, un barreau magnétique 
emplissant toute la section S des spires, l'expression du flux magné- 
tique qui traverse une section prise dans la région médiane est : 


I = B.SC) avec Bu. F6 et e= 4n. n.i 
La densité de magnétisme qui apparaîtrait sur les faces terminales 


93 
du barreau de fer serait : D dans hypothèse où tout le flux 
T 


magnétique se conserverait à l’intérieur du solénoïde, c’est-à-dire où 
tous les filets magnétiques seraient parallèles à l’axe de la bobine : 
5; =u, nı i 

En l'absence du barreau de fer, avec les mêmes hypothèses et don- 
nées, on aurait une densité de magnétisme sur la face (air) terminale 
o, = n, . É Comme u est beaucoup plus grand que 1 o, >> op 


§ 42. - POTENTIEL VECTEUR 


Le potentiel vecteur fournit un moyen puissant pour rechercher le 
champ magnétique (fig. 42 — 1). 
La loi de Laplace 


k.i.dl.sin (dl. r) á 
d Je = — 
r? 1al 
xX 
s'écrit en employant la notation vectorielle : PE 
Q 


Ey 
y 


—> <5 1 
d= ki(di A z) 420 
r 
T Fig. (42 - 1). 
Le vecteur —- est compté dans la direction 
p~“ 
r. 


de r. Or 


9 


1 > > 1 
= — grad — par suite d Je = — k.i (ai A grad =) 
r r r 


La formule À A srad S = S.rot À — rot S.A appliquée au cas 


présent transforme d Fe en : 


(1) Le solénoïde est très long, de façon à ce qu’on puisse négliger l’action 
démagnétisante des pôles. 
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1 -> ki -—> 
d Fe = k.i rot (— . dl ) == it rot dl. 
r r 


En un point p de coordonnées xyz distant de r de l’élément de cou- 
rant à dl (fig. 42 — 1), l’intensité du champ magnétique 7e due à un 
circuit fermé est donnée par l'intégrale de l’expression précédente éten- 
due à tout le circuit : 


— 1 — 1 —> 
F6 = k.i s| à) - rot a 
r T 
— — i 
Mais rot dl = 0 car dl est indépendant des coordonnées x, y, z du 
— — 1 — 
point où 36 est recherché ; il s'ensuit que 36 = k.i € rot o ; di 


— 


=5 
= rot( k.i g ©). Si l'on pose P = k.i 5% ona = rot P: 
© r r 


P est le potentiel vecteur qui permet de trouver intensité du champ 
magnétique en dérivant la fonction P qui joue le même rôle que le 
potentiel en électrostatique dont les dérivations permettent la recher- 
che de lintensité du champ H = — grad. V. 

Pour trouver le potentiel vecteur, on peut également procéder 


comme suit : pour le champ magnétique, div Fẹ = 0, par conséquent 
il nous est loisible de poser Fe = rot P, P étant le potentiel vecteur 
auquel on impose de satisfaire à la condition div È = 0. 


. > => . e . . 
La relation #6 = rot P donne les trois expressions des projections 


dP 9P IP ðP 3P 9P 
T E N E a E 
à 9Y 0 Z : ðZ IX IX dy 
et d’autre part : 4x T = rot 38 donne : 
1 n 1 ! A 1 fi 
uE R on ai. 4 x.i, O er 4 x.i ss ere 
| cy Oz Oz ax i dx dy 


en substituant F6, Fe, et Fe, on obtient : 


| 9? P 0 FP LS 
DR ee N E z 
à OX. y ð y? 0 z? CL 02 
PE l 2 S 
en ajoutant et soustrayant -— 6na:4x.i =—AP + div P. 
à x? à. e o 
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-> . 
Or, si l’on pose div P = 0, il vient: AP, +47x. i, = 0, on aura de 
même 


AP,+4x.i,, = 0 et APE El 0 
ce qui peut s'écrire (voir paragraphe 19) 
AP+4x.i=0 CO 


relation vectorielle analogue à la relation scalaire: AV + 4x,.p — 0 
trouvée en électrostatique, où l’on avait : 


re 


r 


e- 


Par analogie, on a 


ou encore 
a a a S: af y T F 1 . T 
P = || eT || uW pe (f an 


$ 43. - APPLICATIONS 


a) Lor DE ROWLAND. 


L'expression de la densité de courant électrique considéré comme un 
afflux de charges électriques de densité cubique p animée d’une vitesse 


. mn r Ld . => 
uniforme v, est par définition ọv. 
Choisissons l’axe des x dans la direc- 
tion de la vitesse (fig. 43 — 1) 


Alors 
Fe, = 0, ‘ Fig. (43 - 1). 
à p.dr OF 
NET ae 2 = = —v.H 
LL (il. r ” az e 
V CoH, SNS FIE TIE = v VETE =v.H 
Re dou. LA” uT Ur ou z ° 


(H, étant nul). 
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> 
Un champ électrique H en mouvement développe un champ magné- 
tique d’intensité 


R = v.H. ...(48— 1) 


=> . . , . -> r 
A est dirigé suivant r et %6 esl normal au plan formé par r et la 
direction du déplacement. 


b) ACTIONS ÉLECTRODYNAMIQUES. 


Les circuits électriques parcourus par des courants et placés dans 
le voisinage l’un de l’autre réagissent entre eux ; l'expérience montre 
que deux courants rectilignes pa- 
rallèles de même sens s’attirent 
et deux courants de sens opposés 
se repoussent (fig. 43 — 2). 

Les deux conducteurs sont dis- 
tants de a et leur longueur L est 
grande vis-à-vis de a. La force 
qui agit sur l'élément dl par- 
couru par le courant ?”” est 


dF =3e.i.dl.sin (Fe, db. 


Comme l'angle Fe, di = . et 


Fig. (43 - 2). que très  approximativement 
(Biot et Savart) 
2 i A RE 1 
AO. „dF = 2-7" et en intégrant pour toute la longueur L, 
a 
on a 
LANE Li 
E 43 — 2) 
a 


La recherche du champ magnétique se fait très commodément par 
Pintroduction du potentiel vecteur. 


Soient deux conducteurs parallèles de longueur 2 L. Coupons-les 
en leur milieu par un plan x normal à leur direction. Faisons coïn- 
cider laxe des z d’un trièdre de référence avec la direction des conduc- 
teurs. Le plan XOY se confond avec le plan x. Les composantes des 
courants sont alors nulles suivant laxe des x et suivant laxe des y. 
Il en est de même pour les composantes du potentiel vecteur. 


PaP =, 0: 
z y 
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La composante suivant laxe des z en un point p est 


__r+Lz di __ +L dl’ 
sien] + ir | 


Tape 7? 
r Le T 


+ 


Si l’on admet que les valeurs absolues des courants circulant dans 
les deux conducteurs sont les mêmes | ÿ | = | i” | et que les sens des 
courants sont opposés i = i = — i”, on peut écrire : 


5 pL dU SEE dt” 
= l ia A p2 4 a’? a | a [2 + = 


En posant V = OC et W = BD, ce qui donne après intégration 


L FLZ- ad’?72 a/’2) 
P=i.lg = \ Er eu 
G VET a’? \ 
Pour des conducteurs infiniment longs (L = œ) on obtient alors 
,? 
P=2i.lg f 
a’ 


Recherchons maintenant les lignes équipotentielles vecteur dans le 
plan x. Ce sont des courbes en tout point 
desquelles P reste constant (fig. 43 — 3). 


Tous les points d’une telle courbe 
2? 
constant. 


seront caractérisés par 


Soient A et B jes points de percée de %71...“ 
deux conducteurs dans le plan x et le à 
point considéré p. Soit a langle formé 
par AB et Bp. Menons la droite p O fai- 
sant le même angle a avec À p, cette 
droite rencontre AB au point O. Du Fig. (43 - 3). 
point O comme centre et avec le rayon 
O p dessinons une circonférence. C’est une courbe équipotentielle- 
vecteur. En effet, pour tout point M de celle-ci, les deux triangles AMO 
et OMB sont semblables, car le point À est le symétrique de B par 
rapport à la circonférence. 


BM OB C Cie 
On a alors WA = OM ou encore PA : 
P JP 
En partant de 36 + IG, = — —*, 36, — 0 
FA ay 2 yY dx 21 


puisque ici P, = P, = 0, on démontre facilement que l'intensité du 
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champ est tangente en tout point de la surface équipotentielle-vecteur. 
On recherche le coefficient angulaire de la tangente à la circonfé- 
rence au point M et l’on vérifie qu’il est le même que celui de la direc- 
tion de F6 dont les composantes sont 96, et 36. 
Il en résulte que la circonférence est en même temps une ligne de 
force. 

En électrostatique, on trouverait la 
même répartition des potentiels (sca- 
laire) V dans le cas de deux conduc- 

forte teurs rectilignes parallèles chargés 
uniformément d’une densité linéique 
d'électricité. Dans ce cas aussi 
2 À a’! 
lg 
e a’ 


V = 


exige pour une surface équipotentielle 
7? 

le rapport —- constant. Mais les 
a’ 


FERRER lignes de force étant normales aux 
surfaces équipotentielles 


(H = — grad V) 


donnent lieu à la représentation suivante. On démontre que les lignes 
de force sont aussi des portions de circonférence (fig. 43 — 4). 


$ 44. - TRAVAIL ELECTRO-MAGNETIQUE 


Ÿ 


a) Le travail fourni par les forces du champ électro-magnétique 
sur une masse magnétique unitaire 
(+ 1) libre de se déplacer, est égal 
par tour à Æ.4nxi. Pour une masse ma- 
gnétique m libre de se déplacer, il est 


© = k.4.x.i.m 


b) Travail élémentaire effectué par un 
élément de courant qui se déplace sous 
l’action d’une masse magnétique + m 
(fig. 44 — 1). 

Soit i. dl l’élément de courant et + m 
la masse magnétique supposée très éloi- 
gnée de dl. L'élément de courant est 
soumis à une force élémentaire : Fig. (44-1). 
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m -> -—> , -> -> 
z dl.sin (r.dD=k.i.%e.dl.sin (96. dl) normale au plan 
formé par m et dl ; son sens est donné par la règle destrois doigts de 


la main gauche. Sous l’action de cette force, Pélément dl se déplace. 


dF =k.i 


1. Supposons en premier lieu que l’élément dl se déplace parallèle- 
ment à lui-même. Au bout d’un certain temps, sa position est CD, 
tous les points de l’élément ont effectué le même parcours : 


ds = AC = BD. 
L'expression du travail élémentaire correspondant est : 
d% = dF .ds .cos (dF . ds) = k.e i.dl. ds .cos(dF . ds) . sin (96. db) 


Joignons les différents sommets du parallélogramme ABCD au 
pôle m, on forme ainsi un angle solide infiniment petit dœ ayant le 
pôle comme sommet. Menons ensuite par dF un plan normal à la 
direction m À du champ Fequi coupe l’angle solide suivant le contour 
A B’ D’ C’. Ce plan est tangent au point A à la sphère de centre m 
et de rayon r. Vu les dimensions infiniment petites de langle solide 
do on peut confondre la surface de la sphère avec le plan tangent 
dans louverture d œ. Ainsi, AB’ D’ C’ peut être considéré comme pro- 
jection du parallélogramme ABDC sur la sphère de centre m et de 
rayon r. Pour la même raison, la figure AB’ D’ C’ est également très 
voisine d’un parallélogramme ; évaluons-en la surface. Prenons AB’ 
comme base ; la hauteur est dans la direction de d F qui, étant normal 
au plan m AB, est perpendiculaire à AB’. Prolongeons le côté D’ C’ 
opposé à la base jusqu’à la rencontre avec la direction de dF ; le 
segment À K est la hauteur cherchée. 

S pe — ARAR 

Or, l’angle m BA est sensiblement le même que l’angle (GE, db par 

suite 


TS ER 
AB’ = AB.sin (m BA) = dl. sin (F6 . dD 


Joignons K et C ; comme AK est perpendiculaire au plan m AB, il 
l’est aussi sensiblement au plan m CD, et par suite AK est perpendi- 
culaire à CK qui appartient à ce dernier plan. Du triangle rectangle 
AKC on tire alors 


TS ut as 
AK = AC .cos (KAC) = ds.cos (d F.ds) 


et par suite S — dl .ds . cos AF. ds) . Sin (Te. db) 


AB'D'C' 
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Suns 
Par définition, l’angle solide d œ est do = - 4520 


r? 
L'expression du travail élémentaire se transforme en : 
dé = k. F6e.i.do.r? = k.m.ŭ.do . . . (44 — 1) 


d o étant l’angle solide sous lequel on voit, du pôle m, la surface ABCD 
balayée par le conducteur d l. 


b) Un déplacement élémentaire quelconque de dl peut toujours être 
considéré comme une succession de deux mouvements simples : 


1° un déplacement parallèle du conducteur amenant son milieu à 
la position voulue AB en A’ B’ ; 


2° ensuite une rotation du conducteur autour de son milieu : À’ B’ 
en CD. 

Dans la rotation, aucun travail n’est 
fourni puisque les forces agissantes sur 
une moitié de di développent un travail 
équivalent au travail négatif fourni par 
les forces de l’autre moitié. De plus, 
l'angle solide d œ, sous lequel on voit, du 
pôle m, la surface balayée, ne change 
pas du fait de la rotation du conducteur 
-< autour de son milieu puisqu'il y a com- 
B pensation des surfaces balayées par les 

A deux moitiés (fig. 44 — 2). 


Il en résulte que la formule d © — À. m.t.d est générale quel 
que soit le déplacement élémentaire. 


c) Pour un conducteur, de longueur 
finie, parcouru par un courant i constant. 
le travail de déplacement sous l’action d’un 
pôle magnétique de masse m est 


` nw A 
© = Ro Mi do = k.m.i.®. 


Jo 

œ est langle solide sous lequel on voit, 
du pôle m, la surface balayée par le con- 
ducteur. 

Dans les mêmes conditions, un conduc- 
teur qui se déplace sous ľaction de plu- 
sieurs masses magnétiques donne lieu à un 
travail 


Fig. (44 - 3). 


© = k.1.Em,.0. 
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où œ, est langle solide sous lequel on voit la surface balayée du 
pôle m. 

d) «Travail effectué par le déplacement d’un circuit fermé sous lac- 
lion d’une masse magnétique + m. » 

Considérons dans la position 1 un circuit fermé parcouru par un 
courant dont le sens est celui de la flèche. Une masse magnétique + m 
est supposée placée en un point silué en avant du papier. De ce point, 
on voit une face nord (+) du circuit. 

Il y a réaction du circuit sur le champ dû à m et réciproquemeni. 
Supposons m fixe. Le circuit passe de la position 1 à la position 2. 
Nous supposons que, dans la seconde position, une face nord soil 
toujours vue du point m. Si le circuit peut passer de lui-même de 1 
en 2 sous leffet des forces du champ, il a fourni un travail considéré 
comme posilif. Au contraire, s’il faut lui fournir un travail mécanique 
pour le faire passer de 1 en 2 le travail est négatif. 

Evaluons ce travail dans le premier cas envisagé. 

Découpons le circuit en deux parties a, b,c, et c, d, a, telles que, 
pour la première, le sens du courant soit de gauche à droite et pour 
la seconde, de droite à gauche. L'élément de courant i. dl, est sollicité 
de se déplacer vers dl, (règle des trois doigts de la main gauche) sous 
l'effet du champ magnétique produit par + m. Les liaisons méca- 
niques du circuit sont telles que dl, se déplace jusqu’en dl, en balayant 
la surface hachurée en traits forts. Le travail élémentaire développé 
par i.dl, esl égal à kim.dœo en désignant par do langle solide 
élémentaire sous lequel la surface hachurée est vue de + m. 

L'élément dl, se déplace jusqu’en dl’, mais le travail est négatif 
car la force électro-magnétique est dirigée de haut en bas ; en module, 
son expression est kim.do/’ dans laquelle dœ” est l’angle solide 
sous lequel de + m on voit la surface hachurée en iraits faibles. 

Le travail élémentaire résultant est la différence des travaux, soit 
k.i.m (dæ — do^. 

En faisant la somme de tous les travaux pour les éléments du cir- 
cuit on arrive à l’expression & = k.i.m (w — oœ”) dans laquelle o’ 
est l’angle solide correspondant à la surface a, b,c,c,b,a, et œo” à 
la surface a, d,c,c,d, aa. 

Toute la surface a, d, c;c, b,a, correspond à langle solide œ, et 
comme elle est commune aux deux travaux, on a œ% = © + œ% et 
o” = œ + o, où o et œ, sont les angles solides sous lesquels de + m 
on voit le circuit dans sa position initiale et finale. 


Il vient donc © = k.i.m (œ — 0). 
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Lorsque œ, est plus grand que œ, © est positif ; le travail est 
effectué par les forces du champ et conformément au principe de la 
conservation de l’énergie, l’énergie relative (potentielle) de la masse 
magnétique et du circuit électrique a diminué d’autant. 


de =—-m.d ou E =-m f dY =V,- 9%, m 


“1 
On arrive donc à l’expression 


DA et Ds Eee 


Si œ, est plus grand que o, le travail est négatif. 

Si partant de œ, (face nord vue de +m) le déplacement était tel que 
©, corresponde à la vue d’une face sud, la formule telle qu’elle est 
écrite ne convient plus sans introduire un signe pour o. 

Nous conviendrons, comme précédemment, que o est positif lorsque, 
du point +m on voit une face positive ou nord du circuit ; © est 
négatif dans le cas contraire. 

Il est facile de voir que la formule & = kim (o, — «,) est générale 
lorsque la convention de signe y est appliquée, sans omettre cepen- 
dant que m est pris avec son signe. 

Ainsi, si, partant de œ, positif, le circuit se déplace en se tournant 
de manière à présenter une face sud, œ, est négatif et le circuit déve- 
loppe un travail positif, ce qui correspond bien à l’expérience. Ainsi 
donc, Y = Æ.i., compte tenu du signe de œ, représente bien au 
point où se trouve la masse m, le potentiel magnétique dû au champ 
électromagnétique développé par le circuit. Cette formule permet de 
relier les unités magnétiques à l’intensité du courant électrique en 
posant k = 1 pour le vide (k = 1 très sensiblement pour tous les corps 


1 
non magnétiques et À = — pour les corps magnétiques). 
Puisque i = — l'unité C. G. S. ém d’intensité de courant est fournie 
(63) 


par le courant qui, circulant dans un circuit, développe en un point p 
d’où le circuit est vu sous un angle solide unitaire, un potentiel ma- 
gnétique égal à 1 unité C.G. S. ém. 

Les formules précédentes sont susceptibles d’être généralisées. 

Si un circuit se trouve sous l’action simultanée de plusieurs masses, 
W =1.2m,.,; œ, est l’angle solide sous lequel le circuit est vu du 
pôle m, 

Reprenons la formule d& =i.k.m.do. 


« Le flux élémentaire d I qui traverse la surface balayée par dl 
lors de son déplacement » dans un milieu de perméabilité magnétique u 
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1 
| d= =A est contenu dans l'angle solide élémentaire d œ, sous lequel 
u 


cette surface balayée est vue du point où se trouve la masse m. 
Alors d 6 = i.d 9% (fig. 44 — 4). 


Lorsque le circuit passe de la 
position 1 à la position 2, en re- 
faisant le raisonnement précé- 
dent relatif à œ et w., on trouve: 


© =i(X, — H.) où N, et N, 


sont les flux embrassés par le 
contour dans la position initiale 
et finale. Il faut également une 
convention de signe pour tenir 
compte de toutes les éventualités. 
En se reportant à ce qui est 
admis pour les surfaces fermées, Fig. (44-4). 

le flux dû à + m qui pénètre par 

la face posilive du circuit est négatif. En effet, la normale n à la sur- 
face (passant du négatif au positif) est dirigée du côté où se trouve 


+m. L'angle que font entre eux les deux vecteurs n et Fe est obtus 
et le cosinus «œ est par conséquent négatif. Il s’ensuit que le travail 
donné par expression © = i (X, — N.) est négatif dans le cas où œ 
(avec son signe) passe de o, à œ, avec ©, > ©, > 0 (cas correspondant 
à celui de la figure 44 — 4). C’est effectivement contraire à l’expé- 
rience. 


Pour rendre la formule de travail compatible avec la réalité, il suffit 
de changer les signes et d’écrire : 
E =i (H, — H) =i, — H). 
La forme différentielle du travail qui, intégrée, rend la formule pré- 
cédente est évidemment : 


dé =i.d X .... (44 — 2) 


où d I représente la variation élémentaire du flux embrassé par le 
circuit. 


Le flux embrassé par le circuit est positif lorsqu'il pénètre par la 
face sud (—) du circuit. 
On arrive ainsi à la règle de Maxwell : 


Lorsqw’un circuit parcouru par un courant est libre de se mouvoir 
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dans un champ magnétique, il s’oriente de manière à embrasser le 
maximum de flux par sa face négative. 


Le travail fourni par le circuit étant pris aux dépens de l’énergie 
potentielle, celle-ci doit être minimum. 


Comme dW = — i.d doit être négatif (diminution d’énergie 
potentielle) il s'ensuit que d9® doit être positif, c’est-à-dire que le flux 
embrassé par la face sud doit augmenter. 


e) Monirons que dans le cas du déplacement d’un circuit, sous 
l'effet d’un champ magnétique, tous les éléments contribuent à l’exé- 
cution du travail. 

En premier lieu, considérons un circuit rectangulaire, placé 
dans un champ magnétique uniforme normal au champ du papier ; 
le circuit est dans ce plan (fig. 44 — 5). 
L'application de la règle des trois doigts 
de la main gauche donne le sens de la 
force F. Le circuit ne manifeste aucune 
tendance au déplacement, les forces F 
le déforment de manière à ce que sa 
surface augmente puisqu'elle présente 
une face sud à l’entrée du champ. Dans 
le cas d’une face nord (courant en sens 
inverse), au contraire, les forces ten- 
draient à contracter la surface du circuit. 

Fig. (44 - 5). Dans les deux cas, les forces agissent 

de manière à rendre l’énergie potentielle 

minimum. Si l’on déplace le circuit dans le plan de la feuille, parallèle- 

ment à la direction du côté AB, le travail fourni est nul. Les deux por- 
tions de conducteurs AB et BC, qui, 


X x x * 
x Xaa 
xxx 
xx xx 


x xry xry xx x X 


X a xa KO OX OX OX MO OX xx 

X OX OK OX OX ON x x X x À OX X x XX 
x mx x X OX X OX X X 

ak OX x x x x x xX 

© x X XX AXE XX OK À 
XX XX XX» KE AR A 


M OX OX X x x 


x 
x 
x 
x 
x 


x yxy 


x 


seuls, coupent des lignes de force, kais 
balayent les mêmes surfaces AA’ Te 
D’D et BB’C’C et par suite coupent he 
le même flux (champ uniforme); les xx x 
travaux de ces deux conducteurs r | 
sont égaux et de signes contraires xxo x 

x xox 


puisque le sens du courant y est 
inverse (fig. 44 — 6). 

Le travail est encore nul pour tout déplacement dans un plan de 
la feuille. 

Remarquons que seules les portions des conducteurs qui, lors du 
déplacement coupent les lignes de force, interviennent dans l’évalua- 
tion du travail. La réaction électromagnétique prend naissance unique- 


Fig. (44 - 6). 
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ment à l’endroit où le flux est coupé ; la règle de Maxwell donne une 
expression mathématique commode. 

Recherchons le comportement d’un conducteur électrique entouré 
d’un cylindre de fer, plongé dans un champ magnétique perpendi- 
culaire à laxe de système (fig. 44 — 7). 

Le tube de fer canalise presque 
exclusivement toutes les lignes ma- 
gnétiques du champ uniforme exté- 
rieur. Le cylindre se polarise ; il y a 
apparition de masses magnétiques. Le 
cylindre jouant le rôle d’écran, il n’y 
a guère de lignes magnétiques à l’in- 
térieur. Le conducteur soumis à 
l’action d’un champ magnétique pra- 
tiquement nul ne se déplace pas, mais Fig. (44-7). 
le champ magnétique circulaire créé 
par le courant du conducteur est également localisé dans le tube de 
fer ; il exerce une action sur les masses magnétiques de polarisation. 
Le cylindre de fer se trouve finalement soumis à une force analogue à 
celle qui agirait sur le conducteur si ce dernier était seul dans le 
champ. 


COURANTS QUASI STATIONNAIRES 


L'intensité des courants quasi stationnaires varie temporellement, 
mais leur variation est suffisamment lente pour que l’on puisse à tout 
instant, compte tenu de leur vitesse de propagation, considérer leur 
intensité instantanée comme constante en tous points d’un conducteur 
ou d’un circuit. 


$ 45. - INDUCTION ELECTRO-MAGNETIQUE 
LOI DE L’INDUCTION ÉLECTRO-MAGNÉTIQUE. 


Chaque fois que le flux « embrassé» par un circuit varie, il y a 
production d’une force électromotrice induite, qui, si le circuit est 
fermé, donne naissance à un courant. 

Celte force électromotrice ne persiste que pendant le temps de la 
variation du flux ; elle est d'autant plus grande que le temps pendant 
lequel le flux varie est petit. 

Le sens de la force électromotrice induite est donné par la règle 
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du tire-bouchon : en enfonçant le tire-bouchon dans le sens du flux 
(sens des lignes de force) la rotation indique le sens de la ť.é.m. 
induite lorsque le flux croît ; elle a le sens opposé lorsque le flux 
décroit. 

L'évaluation de la force électromotrice induite se fait en tenant 
compte du flux d’induction. 


LOI DE LENZ. 


L’induction électro-magnétique s’oppose toujours à la cause qui la 
créée. 

La règle des trois doigts de la main droite donne aussi le sens de 
la force électromotrice induite lorsque la variation de flux embrassé 
par le circuit provient d’un déplacement de ce dernier. 

En dirigeant l’index dans le sens du champ et le pouce dans la 
direction du déplacement, le majeur indique le sens de la force élec- 
tromotrice induite dans le conducteur. 

Cette règle est conforme à celle de Lenz puisque le trièdre formé 
par les trois doigts de la main droite est le symétrique 
du trièdre formé par les trois doigts de la main gauche. 
Ainsi, il apparaît que, si le circuit est fermé, le courant 
induit dans le conducteur développe une force qui 
s’oppose à celle de son déplacement. 

i Considérons, un circuit de résistance totale R où se 
£ trouve insérée une pile de f. é. m. E. (fig. 45 — 1). 

Fig. (45 - 1). L'iniensité du courant stationnaire qui s'établit dans 
le circuit est donnée par la loi Ohm : E = I.R. 

En multipliant les deux membres par I dt, ona: E.I.dt=P.R.dt. 
L'égalité des deux membres indique que toute lénergie fournie par la 
pile pendant le temps dt est dissipée en chaleur dans le circuit pendant 
le même temps. 

Supposons que le circuit, libre de se déplacer, se trouve dans un 
champ magnétique ; il s'oriente ei, de ce fait, il effectue un travail d©. 
En désignant par i l'intensité instantanée du courant circulant dans le 
circuit pendant le petit intervalle de temps dt, on peut écrire l’équa- 
tion qui traduit la conservation de l'énergie E.i.dt=R.Ë, dt + d. 
Or le travail de déplacement d’un circuit dans un champ magnétique 
est: dé = i.d % où dX est la variation élémentaire du flux coupé 
par le circuit (d & a son signe). (Comme nous l’avons déjà vu au 
parag. 44, il est commode de remplacer pour le calcul lexpression 
du flux coupé lors du déplacement de circuit, par la variation du flux 
embrassé par le circuit.) On a donc E.i.dt = R.È.dt + i. I ; en 
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divisant ensuite les deux membres par à. dt, on obtient :. 


JT 
pin ...(45—1) 
| dt 
E R 
R 
d IE 
et en posant que er ... (45 — 2) 


e est la valeur instantanée de la force électromotrice induite : 


| E +e (45 — 3) 
Z == mas LE + . + + = 
R 
Cette formule est générale. Si le circuit fermé qui se trouve dans un 
champ magnétique ne comporte pas de pile, le courant qui y circule 
est uniquement dû à la f. é. m. induite ; sa valeur est : 


e 1 dX 
L = -— — 


FR R & 


On peut écrire cette expression d’une autre facon : 


d 
LR=ez=— (| . ds 
dt ev S í 
S est la surface limitée par le circuit et 33, la composante normale à 
cette surface de induction. 


La f. é. m. induite fait naître un courant dans le circuit ; un champ 
électrique est la cause du déplacement des charges électriques qui 
constituent le courant. Pendant le temps At une énergie AW = e.i. At 
est fournie au circuit et une charge Aq = i.At est déplacée : 
AW =e.Aq.Si la charge À q est unitaire, l’énergie fournie est numéri- 
quement égale à la force électromotrice induite e. D’autre part le travail 
de circulation d’une quantité unitaire d’électricité le long d’un circuit 


de longueur l, soumis à un champ électrique H, dont la composante 
tangentielle le long du circuit est H s'exprime par l’intégrale circulaire 


H,. dl 
circuit 


On peut donc écrire : 


+ 


3 A 
e = $ H,.dl = — a h Pads 
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Or, d’après le théorème de Stockes : 


$ H,.dt = ||. (ot H), . ds, 

` Ka S h 

et par suite on a 
7 g FR 
= — — rot H, ou encore rot H = —u : (45 — 4) 
c ct 


c'est une autre façon d'exprimer la force électromotrice induite. 


§ 46. - EQUATIONS DE MAXWELL 


Pour une distribution stationnaire du courant, intensité du champ 


magnétique est définie par l'expression rot F6 = 4 x se 

Lors de la charge ou de la décharge d’un condensateur, « un cou- 
rant circule dans le circuit métallique pendant la période variable » ; 
le circuit n’est pas fermé, il commence et finit aux armatures du con- 
densateur. Il y a discontinuité du milieu et en ces endroits la div. £ 
n’est pas nulle ; les charges électriques apportées par le courant saccu- 
mulent sur les armatures car elles ne pénètrent pas dans le diélec- 
trique, à supposer qu’il soit parfait. 

Au parag. 35 il a été montré que pour avoir un courant qui circule 
de façon ininterrompue dans un circuit de manière à ce que sa diver- 
gence soit nulle, il fallait ajouter au courant de conduction le courant 
de déplacement d’expression : 


1 B € yH 
4x g 4n d 


1 E 
Le courant total: t + —-. k est solénoïdal, car 
; 4x U 
1 25 
div |; : i = 0. 
Là TA GE. 


Si le diélectrique du condensateur présente en outre une certaine 

. 4. r . . .; => 

conductibilité, le courant de conduction qui le traverse i = y.H 
satisfaisant à la loi d’Ohm, est solénoïdal. 


Le courant qui traverse effectivement le diélectrique égal au cou- 
rant de conduction dans les conducteurs est la somme des deux 


ÉLECTROMAGNÉTISME 205 


termes : courant de fuite dans le diélectrique et courant de déplace- 
ment sont : 


...(46 — 1) 


2A 
oB 
4n à 
dont la divergence est forcément nulle. 
« L'hypothèse de Maxweli consistie à admettre que les lois de l’élec- 
tromagnétisme sont applicables aussi bien aux courants de conduction 
qu'aux courants de déplacement. 


/ =5 
-> = ali 
De sorte que I | rot Ie = 4 x.y. H +e z 
E oa. (46—22) 
= Fe 
et IT ETES 
at 


sont les deux équations fondamentales de l’électricité. Sous une forme 
très condensée, elles montrent la réciprocité des phénomènes élec- 
triques et magnétiques et résument toutes les propriétés des courants 
et des champs. Il faut cependant leur adjoindre : 


II divB= 4x.p B=H+Ax.I 
et F D (46 — 3) 
| 1v div B = 0 B=R+4n. J 


pour tenir compte des phénomènes qui se passent à la limite de sépa- 
ration de deux milieux de constantes yeu différentes. 
Si le diélectrique est parfait, y — 0, les équations de Maxwell se 


réduisent à 


z ail 
ID) rot J6 =e 3 
= ... (46 — 4) 
LS Te 
Il) rot H = — u 
ot 


b) THÉORÈME DE POYNTING. 


En multipliant l’expression I’ par — H et l'expression I” par Fe et 
en les additionnant ensuite, on obtient : 


EE N > 0H 23% 
F .rot H — H.rotse = — ( +. À u. F6 —— 
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Or, Fe .rot H — H.rot R = div (H A F8) 


D'où l’on tire : 


NH Aer te ete 


W étant l'énergie électrique et magnétique localisée dans l’unité de 
volume du diélectrique considéré. 
Par conséquent : 


(ff wa ! ((Ò dwa R.d 
— M \|. i sil iv (H A 36) . dr. 


e 


= IW 


Le théorème d’Ostrogradsky donne 


a A ad 


H| div (H A 38 .dr = || (H A FÈ). ds 
e > ~ se S. 


et, on peut écrire que la variation temporelle de l'énergie électroma- 
gnétique contenue dans le volume + est égale au flux du vecteur 


(de Poynting) — ne à travers la surface S qui limite ce volume, 
c’est-à-dire T 
1 a —> > Q J 
a (HA R) .ds = aea | W.ar 
4 n vv 5 ot eve T 


$ 47. - ENERGIE D'UN SYSTEME DE COURANTS LINEAIRES 


1° CHAMP CONSTANT. 


Soient 1, 2... n, n circuits de résistances R,, R, ... R, dans les- 
quels des générateurs de f. e.m. E, E, ... E, développent des cou- 
rants constants ; 

E E, 2 
I —— D aae a i pe 
i R, 7 R, n R 


Ces circuits sont plongés dans un milieu magnétique dépourvu ď'ai- 
mants permanents, dont la perméabilité u est supposée indépendante 
de lintensité Fe du champ magnétique créé par les différents circuits. 
I] suffit de supposer que les variations de Fe sont suffisamment faibles 
pour que le point représentatif de 33 dans le diagramme 3 = f (F6) se 
trouve constamment sur la portion droite AB de la courbe du magné- 


tisme. 
—> —> 


En tout point de l’espace, J est proportionnel à 36; I = y. F, le 
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milieu ne doit pas forcément être homogène, la constante u peut varier 
d’un point à l’autre. L'énergie magnétique par unité de volume est 


1 —> — 
= (23 X 36) et pour tout l’espace infini + du champ 


1 CP 
W = x || |. 2x 56 dr 
Comme div B = 0 nous pouvons introduire dans les calculs le 


potentiel vecteur P en posant B = rot P. D'autre part 4 xi, = rot f6, de 
sorte que (33 sa FR) = je x rot P = P.rot Fẹ + div (P A 38) = 
= Ant, x P + div (P À Jẹ). 


En introduisant dans l'expression de l'intégrale on remarque que 


PA a 


|| div PAJE). dr = || (P À FÈ) . ds. 


~ S 


v 


Or, la surface S qui limite le volume qt est à linfini où tous les vec- 
teurs s’annulent. Il reste par suite 


4 


-> -> 1 r — — 
|| (23 X 36) . dr =- (|| (P x i). dr. 


Fad 


W, = +. 


m 8 x 


— -—> 
Lorsque les courants sont linéaires ou filiformes, i . dt = i . ds . dl = 


= . . . r 
i dl et i a la même valeur en tout point du circuit envisage. 
Pour le circuit indicé k l’énergie magnétique s’écrit alors 


1 ao as 
(W mi i Ea i poa a 


et pour les n circuits : 


Si Pon applique le théorème de Stockes, 


$ È x ad = (| 


* k aa Si 


(rot P) . ds = || JB, . ds zoi 


Sk 


S, étant la surface limitée par le k”e circuit et 9%, le flux d’induction 
qui la traverse. 


On a alors W = -r 5 ip. UT, ... (47 — 1) 
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« L'énergie du champ magnétique est égale à la demi-somme des 
produits de l’intensité qui circule dans chacun des circuits par le flux 
d’induction embrassé par le circuit lui-même. » 

C’est l'énergie potentielle totale du système. Cette énergie poten- 
tielle est due aux générateurs E, E, ... E qui, outre l'effet Joule 
dissipé en chaleur dans chacun des circuits, ont dépensé également une 
certaine énergie pour établir les différents champs électromagnétiques. 


2° CHAMP VARIABLE. 


Dans l’un quelconque des circuits, le courant ne s’établit pas immé- 


4 


° « ,» . J . ka » >œ r 
diatement à sa valeur définie par le quotient p à cause, précisément, 


des variations temporelles du flux embrassé ; le circuit fermé est alors 
le siège d’une f. é. m. induite qui donne naissance à un courant. 

Pour chaque circuit, il faut appliquer à chaque instant de la période 
variable, la loi Ohm correspondante : 


| Bb; 66. d'A, 
I, = -R avec Sr T 
On en tire 
odt = i dN, 
et en posant 


p =E. —R,ť, ona y =i gets 

; ; o k? k k è dtl 

y, . dt est l'énergie élémentaire utilisable du générateur E „ c’est-à- 
dire l’énergie qui peut se transformer sans perte en une autre espèce 
d'énergie supérieure : énergie chimique, électrique, potentielle, méca- 
nique, ete. 


n 

On aurait pour l’ensemble de tous les n circuits : y = È y, 

Le principe de conservation de lénergie peut alors s'écrire très sim- 
plement dW , = vw. dt. 

Il est à remarquer que certains termes +, peuvent être négatifs, ce 
qui signifierait que le générateur E, recevrait de l’énergie provenant 
des circuits environnants. Si, par exemple, le générateur était un accu- 
mulateur, il se chargerait, 

Jusqu’à présent, nous avons supposé les n circuits fixes. Si, de plus, 
ils peuvent se déplacer les uns par rapport aux autres ou s'ils peuvent 
se déformer, les positions instantanées des parties mobiles seront 
définies par un certain nombre s de paramètres r, r,....r. Par 
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exemple : si le déplacement se fait parallèlement à une direction 
choisie comme l’axe des x, il vient : r = x, qui n’est rien d’autre que 
la coordonnée d’un point du conducteur mobile ; si les déplacements 
sont des rotations r — a qui est langle dont a tourné un point du con- 
ducteur autour de laxe de rotalion. 

Dé ous par F, la force généralisée correspondant au para- 
mètre r, ; F, est effectivement une force si le paramètre r, représente 
un déplacement et F est un couple si r, désigne une rotation. De toute 
façon, le produit F,- t, représente un travail mécanique. 

Le travail élémentaire dů à la variation dr, du paramètre r, est 
d ©, = F ' dr, et le travail élémentaire dû à la variation de tous les 

Es 
paramètres est d © n 2 F,. dr 

Le principe de la conservation de l'énergie dans le cas du travail 
mécanique effectué par les circuits s'écrit : 


V.dt=dW, +d me 


Deux cas se présenlent : 

A) « Le système des n circuits évolue sans produire de travail mé- 
canique. » 

On a d&—=0 et w.dt=dw,, 

Supposons que seul le courant i, varie temporellement, les autres 
courants restant constants, 


dW á di 1 di 
nn Pe 
dt di dt dl 2 k dt 
di { n IIC 
— E —- Ni k 
n n A 
et Y — £ ik d I = D 7 d di 
k=] dt pei Jl dt 
I! en résulte que 
1 I - 1 ` , N, A OI, 
T Aaro lr ——— = 5 lr 
2 | Di Où ear ai 
ou encore 
Il IIE 
PR RSR 
11 or 
et finalement QUE = .. (47 — 3) 
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B) « Le système évolue en produisant un travail mécanique. » 
Les courants i et les paramètres r sont variables temporellement. 
De lexpression énergétique v.dt=dW, +d&@, on tire 


n n 


= lià d Iy + D I}, . dir) —+ > lk . d DIM 
1 1 


er . d I}, LE I, ; dix) 


Cest l'expression générale du travail effectué par le système lorsque 
certains éléments se déplacent ou se modifient. De plus, la dérivée 
totale de W „ peut s'écrire 


dw “ao: vd se W a 


m 


EN . N ——  ——— 
du A2 on 
n di 3w, dr 
rar 
ee dt go 2 di 
t r ` 9 W m 
(en vertu du cas précédent où S 1) 
k 
Or, on a déjà vu que 
Ne À i n di, 
— vV x \V ĉ 
a Se a E 


En soustrayant de la dernière expression la précédente, on a 


dk == lk TENA z 
dt is dt den Os dt 
en . IW m dr, 
p=1 Ip dt 


En comparant cette formule à l’équation énergétique 


(AW, ,=v.dt-d6) 
on conclut que 


do =p -——- Ma dr, = € CF. dr, 


p=l Ip p=l 
en posant la force généralisée (force ou couple) 


Wn 


p or, 


.. (47 — 4) 
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On obtient ainsi le théorème suivant : 

«La dérivée de l’énergie magnétique par rapport au courant i 
exprime le flux qui traverse le k’ circuit, et la dérivée par rapport au 
paramètre r, exprime la force correspondant à ce parametre. » 


REMARQUE : 


On pourrait s'attendre, comme c’est généralement le cas, que la 
D 


PA 


force soit donnée par F = — ——, qui correspondrait à d © = — dW. 
cr 


~ 


Soli 3 yV 
Le signe moins devant 2 


or 


travail extérieur aux dépens de l’énergie potentielle du système. 


exprimerait que la force développe un 


Or, pour le système des n cireuils, F = + ou et c’est effective- 
ment le signe plus qui convient, car les forces électrodynamiques 
agissent de façon telle que lorsqu'il y a travail exécuté, l’énergie 
potentielle du système augmente. 

Un exemple fera comprendre clairement le sens de cette remarque. 

Supposons que le système évolue en fournissant du travail, mais 
que le déplacement relatif des circuits se fasse de manière telle que 
les intensités de courants restent constantes dans tous les circuits ; 
cela est possible à imaginer en envisageant des variations convenables 


des différentes f. é. m. 
On a alors L, = Cte et di =Ü. 


1 2 | 
L'expression générale du travail, d& = De CRT d 
l 
pal 
devient d © = — y i.d I, et l'expression de l'énergie potentielle 
k=l 
lui est identique 
{J >» 
Se Le AIC .... (47 — 5) 
“ k=l 


« Le système produit un travail d & et, pendant ce temps, l’énergie 
potentielle augmente de la même quantité dW p” 

Le travail effectué et l'augmentation de l'énergie potentielle sonl 
tous deux fournis par les générateurs, c’est-à-dire le travail n’est plus 
produit aux dépens de l’énergie potentielle magnétique. 

Un autre cas facile et intéressant est celui où le système évolue 
sans variation de flux embrassé par les circuits d %, = 0. 
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1 
dé =— S X,.di, et dW où IC. dt. 


Dans ce cas w.dt = 0. Cest-à-dire que toute l'énergie débitée par les 
générateurs est dissipée par effet Joule dans les circuits et alors le 
travail est produit aux dépens de l’énergie potentielle magnétique : 


dé = — dW 
m 
$ 48 
da) AUTRE MANIÈRE DE PRÉSENTER L'ÉNERGIE MAGNÉTIQUE DU CHAMP. 


L'énergie magnétique des n circuits en présence est 


n 
SEA 
-1 : h 
avec I } =R fi Sh J3 a S ds; Ila 
surface S, limitée par le h° circuit ; ce flux peut être considéré comme 
composé des deux parties : 


est le flux d’induction embrassé par la 


1° le flux dû au courant i, c’est le flux engendré par le circuit lui- 


même ou flux de self induction ; 


2° le flux dû à l’action de tous les autres circuits et qui dépend 
de la position relative des circuits et des intensités de courant qui les 
traversent ; c’est le flux d’induction mutuelle. 


On peut écrire : 


a D te 


à .L 
hg n2 hh l hn n 


n 
I; 1) NE 
= 


œ 
D 


JT ,, est le flux qui traverse le circuit h dů à l’action du circuit g 
lorsque l’intensité de courant i, est égale à l'unité. 9, est le coeffi- 
cient d’induction mutuelle du circuit h et g, il ne dépend que de la 
position relative de ces deux circuits. On conçoit immédiatement 
l'égalité : 9C,, = Mp’ NE, est le flux qui traverse le circuit h dù 
au courant de ce même circuit lorsque l'intensité 1, est égale à l’unité. 
On remplace généralement 9,, par £, qui s'appelle le coefficient 
de self induction du circuit À, il dépend de la forme géométrique de 


ce circuit. 
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b) CALCUL DES COEFFICIENTS D'INDUCTION MUTUELLE ET DE SELF 
INDUCTION : 


Par définition 


Flux dû à L, et traversant S, 
R i 


Ian M (F6 D nÀ ds 


h b, 
où F6, désigne l'intensité du champ créée par le courant 1,. Dans le 
cas de certains circuits simples, les prémisses permettent de calculer 
e, et par suit £ 

Le coefficient d’induction mutuelle de deux circuits est défini par : 


Flux dû à i et traversant S, T 
TC _ gi l _ hg 


tg i 


g y 


— 

Si P, désigne le potentiel vecteur dû au circuit g en un point de 
l’élément dl, du circuit h, on peut écrire, comme on l’a vu précédem- 
ment 


C ERRE 5 ee D 77 
Gide = RES dt, 


hg 


—> dl 
Où? =. i, $fe — Tr désigne la distance de deux éléments dl, 
[al 


r 


et dl, appartenant aux deux circuits h et g, ce qui permet décrire 


Ven mm — 

. dl X di 

M, =u® À 1 # 
tg Jh. g r 


Le signe intégrale indique deux intégrations successives : 
mière le long du contour A et l’autre le long du contour g. 

Le coefficient d’induction mu- 
luelle écrit sous la dernière forme 
porte le nom de la formule de Neu- 
mann (fig. 48 — 1). 

Comme exemple, proposons de 
calculer l’énergie de deux circuits 
en présence. Soient ÆZ,, Æ., Les 
coefficients de self induction de Fig. (48 - 1). 
chaque circuit, M, = Mo = MN 
leur coefficient d’induction mutuelle, i, el i, les intensités de courant 
qui circulent dans chaque circuit et dus aux f.é.m. E, et E, des 
générateurs. Le flux qui traverse le premier circuit est 


la pre- 


DE = rs dE sets 
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et celui qui traverse le second 
Ms = Laly FT Ho e Ur 
L'énergie de deux circuits est 


1 
Wa =5 (Mic +.) 


mM 


1 — 
= -y (1-8 + Mi to + Lot + Mn) 


— 


Í SORES 
= -y (Li G + La E +290 let) 


= 


$ 49, - SYSTEME D'UNITES CCS: 
a) SYSTÈME ÉLECTROSTATIQUE. 


Les grandeurs électriques se rattachent au système C. G. S. par la 
1 qg 


formule de Coulomb : F = ee EEN faisant e = 1 pour le vide. 


Si q = q’ la formule permet d'écrire: q =r VF; d’où les dimensions 
de la «quantité d'électricité» dans le système électrostatique 
[q] = L? .M!2.T* et l’unité él.-st. de quantité d'électricité est la 
quantité d’électricité qui placée dans le vide à une distance de 1 cm. 
d’une quantité identique la repousse avec une force de 1 dyne. 

Les autres grandeurs se déduisent en partani de l’unité de quantité 
d'électricité. 


b) SYSTÈME ÉLECTRO-MAGNÉTIQUE. 


Les grandeurs magnétiques sont rattachées au système C. G. S. par 


1 m m’ 


la formule : F = -—: 
u 


en faisant u = 1 pour le vide. Si m = m’, 


m=r VE et les dimensions de la masse magnétique sont les mêmes 
que celles de la quantité d'électricité dans le système électrostatique 
Ce Er IPPS TT. 

L'unité de masse magnétique est la masse qui, placée dans le vide 
à une distance de 1 cm. d’une masse magnétique identique, la repousse 
avec une force de 1 dyne. 

Les autres grandeurs magnétiques se déduisent de la précédente. 

| m 

Densité superficielle magnétique o= — ; 


S 2 
dimensions [o] = L-1/2, M12,T-1 


ÉLECTROMAGNÉTISME 215 


L'unité de o est la densité superficielle qui correspond à une surface 
de 1 cm? recouverte d’une unité de masse magnétique. 


Moment magnétique A = m.l 
dimensions [A] = L52 . M2. T1, 


L'unité de „A est le moment masnétigue d’un dipôle constitué par 
D 
deux masses magnétiques de signes contraires ésales chacune à l’unité 
D to) 
de masse magnétique et placées à une distance de 1 cm. Pune de lautre. 


Intensité daimantation J — — 


T 


dimensions | J ] = L-2. MV2. T7. 


L'unité de J correspond à un aimant qui possède par centimètre 
cube un moment magnétique égal à l’unité. 


m 
Potentiel magnétique © = È? Ea 
dimensions [99] = L2. M2. T=, 
L'unité de % est le potentiel qui existe en un point distant de 1 cm. 
d'une masse magnétique unitaire supposée isolée dans l’espace. 


do 
dil 


Intensité du champ magnétique Fe — — 


dimensions [ Se] = L-1/2, M2. T1, 


L'unité de Fe est l’« Oersted » et c’est l'intensité qui correspond à 
un champ magnétique où le potentiel varie d’une unité par cm. 


La susceptibilité y = T el la perméabilité u = 1 + 4 x.y étant des 


nombres n’ont pas de dimension ou si l’on préfère, leur dimension est 
Punité. 

L’'induction magnétique 3 = u. Fe 

dimensions [23] = L-12 , M12. T~ 


L'unité de 93 est le « Gauss ». 


Le flux magnétique I = u. Fe . S 
dimensions | 9% | = L?/2, M12 . T1 
L'unité est le « Maxwell » ; il correspond au flux traversant norma- 


lement une surface de 1 cm? placée en un endroit d’un champ uni- 
forme où l’induction est de 1 Gauss. 
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C) GRANDEURS ÉLECTRIQUES. 


E 
En partant de la loi Ohm 1 = p arrive à énergie R.P .dt 
et en choisissant arbitrairement l’unité de R ou de Z on peut ratta- 


cher les grandeurs électriques au système C. G. S. 


€ 


i 
En vertu de la loi de Biot et Savart 6 = k n peut immédiate- 


ment rattacher les grandeurs électriques aux grandeurs magnétiques 
en posant k = 1 pour le vide. 


Te . ¿l 
9 
dimensions ji] = L2 , M12 , T71 


L'unité de i correspond à un courant qui, circulant dans un conduc- 
teur rectiligne très long, développe à une distance de 2 cm. de ce con- 
ducteur, un champ magnétique ď’intensité égale à 1 Oersted. 

On arrive plus correctement à la définition de i en partant de Ïa 


. - - . . Sy 
nolon du potentiel magnétique ; 9 = 1.w d’où i = — 
wW 


L'unité d'intensité de courant correspond à un courant qui, circu- 
lant dans un circuit, développe au point p d’où le circuit est vu sous 
Pangle solide unitaire (Stéradian), un potentiel magnétique égal à une 
unité. 


Intensité de courant i = 


Quantité d'électricité q = (i.dt 
dimensions [q ] = L12?.M1? 


L'unité C. G. S. ém. de la quantité d’électricité est la quantité d’élec- 
tricité qui s'écoule pendant une seconde à travers la section droite 
d’un conducteur traversé par un courant d'intensité unitaire. 

La résistance d’un conducteur R se déduit de la formule 
W = R.i.t où W est l'énergie dissipée par effet Joule dans ce con- 
ducteur pendant le temps t par un courant d'intensité i. 

Dimensions [R] = L.T- 

La dimension de R est la même que celle d’une vitesse et Punité 
C. G. S. de résistance est le cm/sec. ; c’est la résistance d’un conduc- 
teur qui, traversé par un courant d'intensité unitaire, y dissipe pen- 
dant une seconde, une énergie égale à un erg. 


La différence de potentiel V et la f.émE; EouV=R.I. 
dimensions [V] = [E] = L82. M2. T=. 
L'unité C. G. S. de V est la d. d. p. qui appliquée aux extrémités d’un 
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conducteur de résistance unitaire y fait passer un courant d'intensité 
unitaire. 

L'unité C. G.S de E est la f.é. m. d’un générateur qui développe à 
ses bornes une d. p. p. unitaire 

Comme vérification, la formule W = q (V, — V,) donne l'énergie 
développée par une quantité d'électricité q qui.passe du potentiel V, 
au potentiel V, ; on retrouve la dimension de W : 


WI =. L MAE MY T Ma A, 
Les coefficients de self-induction £ et induction mutuelle 9 se 
IC 
déduisent de la formule — . dimensions [L ] = [H ] = L. 


L'unité C. G. S. de L est le em ; c’est le coefficient de self-induction 
qui correspond à un circuit tel que, traversé par un courant d’inten- 
sité unitaire, il embrasse un flux unitaire dû à son propre courant. 


La définition de l’unité de I est analogue. 


d) UNITÉS PRATIQUES. 


Ces unités se déduisent du système C.G.S. électro-magnétique au 
moyen des relations suivantes : 


L’inlensité de courant i 1 ampère = 10-t unités C.G.S. élm. 
Quantité d'électricité q 1 coulomb = 10-71  » » » 
Résistance R 1 ohm — 10° ) » » 
Différence de potentiel V 

ou f. ém. E 1 volt = 10° » ) » 
Puissance W = V.i 1 watt — 107 ergs/sec 
Energie = q. V 1 joule = 107 ergs 
Capacité C 1 farad = 10% unités C. G. S. élm. 


Coefficient de self-induction £ ou de  ; 1 henry = 10° unités C. G. S. 
élm. 


e) PASSAGE DU SYSTÈME ÉLECTRO-STATIQUE AU SYSTÈME ÉLECTRO-MAGNÉ- 
TIQUE. 


On rattache les deux systèmes l’un à l’autre au moyen des défini- 
tions de la quantité d'électricité [q ] et [q]. 
Le rapport des dimensions de ces deux grandeurs est 


[q ] L8/2 , M1/2 , T= 


— = L.T analogue à une vitesse. 
[q] LY, Mi? 
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Montrons que l'unité de quantité d'électricité du système électro- 
magnétique est c fois plus grande que celle du système électro-sta- 
tique ; la constante c est la vitesse de propagation de la lumière et du 
champ électro-magnétique dans le vide : c = 8.101 cm/sec. 


Par conséquent, puisque le nombre qui exprime la mesure d’une 
grandeur esl inversement proportionnel à l’unité choisie, pour obtenir 
les mêmes effets, il faut prendre q, unités électro-statiques ou da 
unités électro-magnétiques ; q, et q, étant liés par la relation 


q, =c. q,- l. 

Maxwell a prouvé l’exactitude de cette formule au moyen de l'expé- 
rience suivante. Un condensateur plan 
possède une armature attachée à la 
balance ; l’autre armature (inférieure) 
est fixe. Une clef à deux directions 

SERRE On permet : dans la position 1, de charger 
s le condensateur sous la d. d. p. E égale 
Re à la f.é. m. du générateur ; et dans 
a |i la position 2, de décharger le conden- 
P De sateur à travers un galvanomètre 
balistique, étalonné, qui mesure la 
Fig. (49 - 1). quantité d'électricité écoulée (fig. 
49 — 1). 

Dans la position 1, la quantité q d'électricité apparaît sur les arma- 

tures, et leur attraction s’effectue avec une force F = 2x.0?.8. 


F 
En mesurant F et connaissant la surface S on trouve : o= | 3x 5 


F.S 
La quantité d'électricité q = 6.8 = p ra bien entendu, F est 


évalué en dynes et la surface S en cm. 

Le poids déposé sur le plateau de droite de la balance équilibre et 
mesure F. 

Dans la position 2 de la clef, la décharge du condensateur détermine 


une déviation « du galvanomètre balistique, cette déviation est pro- 
Qa 


portionnelle à la quantité d'électricité qui Pa traversé: q = K 
K est la constante balistique de l’appareil évaluée dans le système 
électro-magnétique. 


Les deux mesures q et q „ expriment la même quantité d'électricité 
dans le système électro-statique et électro-magnétique ; on trouve que 
q, = c.q,, ce qui traduit le fait que Funité C. G. S. ém. de la quantité 
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d'électricité est c fois plus grande que l’unité correspondante dans le 
système C. G. S. es. 


EA 
=i 
|d | 
La loi de Coulomb dans le système électro-statique s'écrit : 
1 -q 
ma l 
s 


avec € = 1 pour le vide. Si l’on veut y introduire les unités él. m. q, 
s . t . ld . à ` 
el q”, au lieu de q, et q, il faut écrire : 


c? q..q 
m ml 
F = — .— 
£ r? 
1 q4,-9 
ou encore | E TE a 
g’ r“ 
, 1 c? 9. 1020 1 : 
AVEC — = — = — ; = y jo POW le vide. 
€ € € x $ 


L'unité pratique de quantité d'électricité est le coulomb ; elle équi- 
vaut à 10- unités C. G. S. ém. soit 3.10? unités C. G. S. és. 


INTENSITÉ DE COURANT 


dq 


Comme par définition, i = 7’ les nombres qui expriment lin- 


tensité de courant mesurée dans les deux systèmes sont dans le même 
rapport que l’unité de quantité d’électriciié i = c.i ; par suite le 
A à ` 8 31, 
rapport des unités est le rapport inverse, soit 
s] 


m | — 


PR C 
iS 


DIFFÉRENCE DE POTENTIEL. 


Les nombres qui mesurent dans les deux systèmes la même diffé- 
rence de potentiel, sont : 


1 


wm 


V = 


n 
co 
Sy 


et 
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LA 


par suite, les unités elles-mêmes sont dans le rapport inverse LA = 
m 
L'unité pratique de différence de potentiel est le volt qui équivaut à 


1 _ 
108 unités C. G. S. ém. = ET unité C. G. S. és. 


CAPACITÉ. 
Les nombres C et C , qui mesurent la même capacité sont : 
E Le en à 4 l, 
3 V ji Y; Caa TU Cr 


Les unités de capacité sont dans le rapport inverse 


La capacité d’un condensateur est souvent exprimée en Farads. 
Le Farad vaut 10 C. G. S. ém. soit 9.104 C. G. S. és. 
L'unité C. G. S. és. de capacité est le centimètre, par suite 


1 Farad = 9.101 cm et 1 uaF = 0,9 cm. 


| AI 


RÉSISTANCE. 
Les nombres R et R, qui mesurent une même résistance, sont 
V V e.V 


= Z mo __ D 
R = T et homo ji = c, R, 
et les unités sont dans le rapport 
le a 
m E 
|R | CE 


L'unité pratique de résistance est l’ohm qui équivaut à 10° C. GS. 
ém. 
Le rapport des différentes unités C. G. S. dans les deux systèmes est 

| Ton 


donné par le tableau suivant 
5a M | C n | = | R, | 
ds | e, | Ra 


$ 50. - ETUDE MOLECULAIRE DU MAGNETISME 


V, 
V | 


m | 


m 
o 


ea 8.100 


a) DIAMAGNÉTISME. 


Beaucoup de substances présentent la propriété de s’aimanter en sens 
inverse du champ inducteur ; le bismuth est de tous les corps le plus 


« diamagnétique ». 
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Le phénomène de diamagnétisme est excessivement faible, x = — 
a une valeur négative très réduite. 


Expérimentalement, Curie a montré que le « diamagnétisme est 
indépendant de la température et assez souvent indépendant de l’état 
physique des corps », il résulte de la modification subie par les tra- 


jectoires électroniques sous leffet du champ magnétique FG 
Considérons un noyau positif autour duquel tourne circulairement 
(rayon r) un électron ; le mouvement de l’électron correspond par 
définition (i — LA 
dt ' 
la charge de l’électron et f la fréquence de rotation (fig. 50 — 1). 


à un courant d'intensité égale à i = e.f où e est 


bi 


Le syslème envisagé présente un moment magnétique .Æ égal à 
AL = S.i (S est la surface de la trajectoire électronique). 

L’électron est soumis d’une part à la force 
attractive nucléaire F et d’autre part à la 


4 x x x X x Le) X 
. . , te x ` Fe 
force centrifuge m.w?.r; il y a équilibre * * > 6 eu 
entre ces deux forces. Si le système est placé x 4 x HE 
LS x x x x * 
dans un champ magnétique J€ normal au plan *{* * 
La . r ? a x x x x 5 
de la trajectoire, la force électromagnétique «„\x . Ee y 
J6.e.v à laquelle Pélectron est soumis est ra- * NSV E 
i A E y Í T x x x X v 
diale ; il en résulte qu’un nouvel état ďéqui- x x x x xoxoa s 
libre des forces doit s'établir ; cet équilibre Fis. (50-1) 
est obtenu par modification de la vitesse angu- j 
laire o. 
On a F — %.e.v=m.(s + Aw)?,r 
36 . e 
En supposant A œ petit vis-à-vis de œ on tire Ao = — De 


La variation À ÆA du moment magnétique en fonction d’une varia- 
tion Aow de la vitesse angulaire s'écrit : 


ELA B. e2. S FR. e?.r2 
E E A E E M IG. e B Fe.e r 


2 x 7 92x.2m Am 


le signe moins indique que A A est toujours opposé au moment pri- 
mitif. Toutes les orbites électroniques donnent lieu à une variation A A 
du moment dans le même sens, de sorte qu’il en est bien ainsi pour 
l’atome, la molécule et pour un petit volume de matière. 


Le diamagnétisme apparaît comme une propriété générale de la 


matière ; si parfois elle échappe à l’observation, c’est parce que le 
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moment diamagnétique très faible, se combine avec le moment magné- 
tique des atomes des corps qui sont magnétiques. 

Le diamagnétisme varie en passant d’un élément à l’autre du sys- 
tème périodique de Mendelejeff, comme toutes les autres propriétés 
spécifiques. 


b) PARAMAGNÉTISME. 


Les substances paramagnétiques s'orientent dans le sens du champ 
tout comme le fer et ses dérivés, mais présentent le phénomène à une 
échelle beaucoup plus faible, et elles sont en outre caractérisées par 
le fait que l’aimantation est proportionnelle à l'intensité du champ. 


y = 3e est positif. Au lieu de J, moment par unité de volume, on 


peut choisir le moment par gramme ; ils ne différent l’un de l’autre 
que par le facteur masse moléculaire M ; nous conservons les mêmes 
lettres. «x dépend de la température absolue 6, l’expérience donne 


C 
LE Fe > c est la constante de Curie. » 


Les gaz et les solutions étendues présentent ce phénomène. C'est 
dans ce cas que son étude a été faite par Langevin, car les molécules 
supposées présenter un moment magnétique sont assez éloignées les 
unes des autres pour négliger les actions mutuelles d'orientation. 

En l’absence de tout champ magnétique, les moments moléculaires 
sont orientés au hasard. Placées dans un champ toutes les molécules 
seraient orientées et l’aimantation serait totale si l’agitation thermique 


=S, 

ne venait contrarier l'orientation. On déduit immédiatement que J 
TR > ` p 

est proportionnel à #6 et inversement proportionnel à la température 

absolue. Le problème, analogue à ceux de la théorie cinétique des 

gaz, se traite facilement. 


Prenons a = K comme variable. 
K a 


A est le moment atomique, K la constante de Boltzmann : 
(K — 1.37 T0 ergs). 


Toutes les orientations des moments sont possibles ; désignons par « 
langle que fait l’axe magnétique d’une molécule avec la direction 
du champ. L’énergie potentielle de cette molécule est 


W = — A.F .cos a (1) 


a) d8 = — aW, o do = i.4X = A. FC.S.sina.da = — dW, d’où 
W = — A. FR . COS Q- 
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et Boltzmann a montré que d’une manière générale, parmi N systèmes 
(par unité d'angle solide) dont n, sont caractérisés par une énergie Æ, 
avec N = È n, Pénergie totale W, =p n- E, (fig. 50 — 2). 


Ei 
Le nombre n, est donné par la formule n, = k.e K9 
A. I cos & à cos A 
Dans ce cas: n = k.c K.{ hs 


Le nombre de molécules dont l’axe fait 
avec 36 un angle compris entre a et a + da 
est: dn = k.etcs%, do; do étant langle 
solide élémentaire comprenant toutes ces 
directions. Ce cône élémentaire découpe sur 
la sphère de rayon unitaire ef dont le centre 
est situé au milieu de laxe magnétique, une 
zone dont la surface est égale à do: 


Fig. (50 - 2). 


do = 2 x.sina.da 


Si N est le nombre total des molécules fdn = N, d'où l'évaluation 
de k 


N=2a.kK et. cosz sin a.da 


qui s'intègre de suite en posant x = cos à 


+ 1 2n. k 
N=2x.x | e, dt = -— gon prn) 
j j N.a 
et alors M ERT 


La somme des projections, sur la direction de Plintiensite du 
champ F6, des moments moléculaires faisant l’angle « avec J6 est 


1 . cosa. dn. 
Pour l’unité de masse qui contient N molécules, le moment résul- 


tant est : 


J_9rxA.Rk cosa., gls sino.da 


e 0 


zed ch a sh a 
xv. e, dx =4x. A.R | —— 
a a? 


/ 1 L 1 
TAN ge AN (eth a ;]=2(ana- à) 
a 
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J, étant égal à A.N, c’est l’intensité de saturation absolue obtenue 
si tous les axes des doublets étaient orientés parallèlement, et alors 


1 

— =ctha— — 

Ta d 
C’est la formule de Langevin, traduite par la courbe (fig. 50 — 3). 
Cette courbe, valable pour les gaz, 


SAA o est cependant vérifiée par certains 

RU solides [Gd, S0, + 8 H,O (l’eau 

C dilue le sulfate)]. Pour des petites 

valeurs de a [a < 1], la courbe est 

| sensiblement rectiligne et le déve- 

l a loppement en série de — donne 
Fig. (50 - 3). 5 


alors approximativement 


I d a? 2 aë d 
TS. B EE er 


En laissant de côté les cas extrêmes où 0 est petit et Fe très grand, 
on a 
a AL Fo AL. N 
TS Comme 
3 9 K .0 M 


N étant le nombre d’Avogadro et M la masse moléculaire, 


KN = R = constante des gaz, on a 


A; M . Fe 3 ` FE 
TE g A d’où RS 
3 R 0 f 
c’est la loi de Curie. 
M.Ž 


Avec c — J, et M se rapportent à l’unilé de masse et si 


2 O 


ƏR 


Pon désigne par ©, le moment de la molécule gramme, 
So Sy cR 


Pour étudier les substances paramagnétiques solides, c’est-à-dire 
les substances pour lesqueiles les dipôles éprouvent des actions mu- 
tuelles, Pierre Weiss introduit une hypothèse. 

« Sans présumer de la cause des actions mutuelles des molécules 
qui présentent un moment élémentaire, on peut toujours poser que 
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leurs actions sur l’une quelconque d’entre elles équivaut à l’action 
d’un champ magnétique moléculaire proportionnel à ð.» 

Soit F6 „ ce champ moléculaire et posons 36, = n. J où n est une 
constante. Le champ inducteur est remplacé par la somme Fe + Fe 
du champ extérieur J6 et du champ moléculaire Fe 


Fe + F6, IG+L nn. 
DR ER RE 
ô f 
d’où 
IT C 
E e a 
TE 0—e.n 


x devient infini lorsque 8 = c.n, 0, est la température du point de 
Curie. 


1 0 
= — — N ẹt en prenant comme variable y = ra et 0, le diagramme 
X c 


représentatif de y = f (0) est une droite qui rencontre l’axe des 0 au 
point de Curie (fig. 50 — 4). 

Il y a bien, pour certaines substances, 
des anomalies qui se produisent toujours 
vers les très basses températures et qui 
proviennent de ce que, dans un réseau cris- 
tallin, les molécules sont soumises supplé- 
mentairement à des actions d'orientation. 
Cette conception du champ moléculaire 
permet explication des substances ferro- 


magnétiques. Fig. (50 - 4). 


THÉORIE DU FERRO-MAGNÉTISME. 


Aimantation spontanée. 


«En PFabsence de tout champ extérieur, les substances ferro- 
magnétiques prennent une aimantation spontanée uniquement sous 
l'effet du champ moléculaire F6» 

Dans ce cas 


AL. T6 M.F, MAF a I 
ie = SO en 
K.O R.O k R.O 


1 
= cih a — ——, on trouve ģ si l’on con- 
a 


en remplaçant a dans 
naît 0. 9 
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Dans le diagramme Ua — f (a), pour une valeur donnée de la tem- 
Le) 
pérature, la première équation est représentée par une droite qui 
coupe la courbe de Langevin (seconde équation) à lorigine 0 et au 
point À (fig. 50 — 5). 
Seul le point À correspond à un état 
stable. Imaginons, en effet, de modifier 


—— en lui donnant une valeur plus petite 


que AA’. La valeur a’ de a déterminée 
par la droite est proportionnelle au 
champ moléculaire et est un peu plus 
grande que a” exigée par la courbe d’ai- 
Fig. (50 - 5). mantation ; le champ moléculaire lem- 
porte et l’aimantation croît jusqu’en À. 


Il existe donc une aimantation spontanée que l’expérience ne peut 
révéler car cette aimantation est chaotique. Le rôle d’un champ exté- 
rieur n’est pas de déterminer l’aimantation, mais bien d’ordonner les 
aimants élémentaires. L’étude des cristaux ferro-magnétiques apprend 
que pour certaines substances l’aïmantation existe particulièrement 
intense dans certains plans (plan magnétique) et est inexistante dans 
d’autres plans. Dans le plan magnétique, on distingue deux directions 
privilégiées variables suivant le système de cristallisation ; on constate 
des directions de faible aïmantation et de difficile aïmantation. Ces 
dernières s’interprètent par l’existence d’un champ structural ana- 
logue au champ moléculaire qui crée un champ démagnétisant. Dans 
la direction de facile aimantation, la saturation magnétique est obte- 
nue sous un champ très restreint ; aux erreurs de mesures près on 
déduit que laimantation est à saturation pour 
un champ négligeable, voire nul. Dans cette 
direction le cycle d’aimantation est rectangu- 
laire. On passe brusquement de + J à — In 
lorsque l'intensité du champ inducteur Fe 
égale la valeur 36, qui est le champ coercitif 
(fig. 50 — 6). 

Lorsque la température s'élève, le coeffi- 
cient angulaire de la droite OA augmente et 
l’aimantation spontanée diminue. Elle s'an- 
nule lorsque OA est tangent à la courbe de Fig. (50 - 6). 
Langevin. L’aimantation cesse : c’est le point 
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de Curie. Les propriétés magnétiques de l’acier (fer) cessent d’exister 
à une température supérieure à 775° et le fer devient alors parama- 
gnétique. 


T ad 
Comme ar EE et tR 0S MnS aT 
J; D á 
À M.T 
RUE CET ES 


Cette dernière expression détermine le point de Curie. 


M. P. Weiss a également montré qu'il existe pour le magnétisme 
des états correspondants semblables à ceux trouvés dans l’étude des 
gaz par Van der Waals. 


Considérons les trois relations 


J 


1 
aR CSM I a, 3R.0 =M.n.T, F =ctha — — 


(0) 


Par division membre à membre des deux premières, on obtient 


qui jointe à la troisième montre que la loi qui détermine, en fonction 


de la température, la variation de lľaimantation spontanée est la même 
© I 
pour tous les corps puisque les variables sont les rapports ni et T 
dig. (50 re T). C o 
Le point de Curie correspond à une variation de la chaleur spécifique 
de la substance considérée. On montre également par des raisonne- 
ments basés sur la thermodynamique que 
Pétablissement du champ magnétique est 
accompagné d’un échauffement de la sub- 
stance traversée par le champ ; le phénomène 
inverse a lieu lors de la disparition du champ. 
Il reste encore à expliquer le mécanisme de 
Paimantation et de l’hystérésis. Les métaux 
sont constitués d’un très grand nombre de 
cristaux en général fort petits. L’existence de 
lPaimantation instantanée à saturation dans Fig. (50-7). 
des petits domaines étant admise, on conçoit 


que le sens de cette aimantation absolument quelconque dans chacun 
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des domaines, fasse qu’un volume donné puisse paraître magnétique- 
ment neutre. 


Dans la direction de facile aimanta- 
tion (fig. 50 — 8), le cycle hystérétique 
est rectangulaire. Si l’on considère une 
direction quelconque suivant laquelle 
agit le champ magnétique inducteur, 

y% le diagramme hystérétique se déplace 
de la manière suivante. J6, est linten- 
sité du champ nécessaire pour ren- 
verser tous les domaines élémentaires 
supposés aimantés, au hasard, dans 

POUR LA DIRECTION DE FACILE AIMANTATION toutes les directions également pro- 
Fig. (50 - 8). bables. Soit 0 l’angle que fait l’axe 

magnétique d’un petit domaine avec 
la direction du champ inducteur. Lorsque la valeur 96. cos 0 Pem- 

porte sur la valeur %6, l’orientation s'effectue (fig. 50 — 9). 


Partons du point A. L’aimantation est 
à saturation, mais à cause de son incli- 
naison par rapport à Ye elle ne parait 
pas être au maximum. Lorsque J6 atteint 
la valeur 36, brusquement tous les do- 
maines sont orientés sans que pour cela 
Je varie. Si le champ continue à croître, 
Paimantation tend à devenir parallèle 
au champ inducteur et ce phénomène 
est réversible. Les phénomènes ont lieu 
en sens inverse lors de la décroissance 
du champ. Le mécanisme, envisagé 
comme il vient d’être vu, entraîne que l’orientation des petits domaines 
magnétiques n’a pas lieu au même instant de la période variable 
de #6. Barkhausen a montré qu’en soumettant une tige de fer à une 
aimantation très lente et continue, on peut, après amplification suffi- 
sante, faire naître dans une bobine entourant la tige magnétique, des 
courants induits audibles dans le téléphone, qui correspondent aux 
retournements des domaines magnétiques. Le son perçu au téléphone 
est discontinu, c’est un crépitement qui prouve l’individualité des 
domaines. 


Fig. (50 - 9). 


Pierre Weiss a recherché quel était le moment magnétique atomique 
des différentes substances. Il a montré qu’ils étaient tous égaux à un 
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multiple entier d’un moment atomique élémentaire de 1126 unités 
C. G. S., appelé « magnéton ». 

Le nombre de magnétons d’un atome varie avec sa concentration 
lorsqu'il est allié à d’autres substances et il dépend de la température. 
Le nickel possède trois magnétons au zéro absolu et 8 de 750 à 1150 
degrés Kelvin. 

La théorie de Bohr permet également de prévoir l'existence du 
magnéton. Il faut alors modifier la théorie de Langevin en quantifiant 
les positions azimutales des moments atomiques. 


CHAPITRE VI 


APPLICATIONS 


§ 51. - CIRCUIT MAGNETIQUE 
a) RELUCTANCE. 


Considérons un barreau magnétique très long sur lequel des spires 
sont enroulées à raison de n, spires par unité de longueur. Ces spires 
sont parcourues par un courant dinten- 
sité i qui crée dans le barreau un champ 


S 
FC = 4a. n, . i (fig 51—1). 


Nous pouvons négliger l’action dépola- 
Fig. 61-1). risante des pôles. 
Admettons que tout le flux soit localisé 
dans le barreau dont la perméabilité est u. Le flux d’induction qui tra- 
verse alors une section droite quelconque du barreau est 


I = B LS =y. I.S = EL si a 


1 


Si n est le nombre de spires recouvrant la longueur l du barreau 


4x.n.i 
n = n.l et l'expression précédente s'écrit : JE — GER RE 
u.sS 
r æ: r . d 
En dénommant F = 4x.n.1 la force magnéto-motrice el R — — 
eS 
F 

la reluctance du barreau, la formule prend la forme : 93 — F > elle 


bi 


s'apparente à la loi Ohm. Le flux IC est l’analogue de l'intensité du 
courant 1; la force magnéto-motrice® de la f. é. m. E et la reluctance R 
de la résistance ohmique R. 


On exprime généralement la force magnéto-motrice en ampères- 
tours F = 4x.n.i sile courant est exprimé en ampères. 


Pour avoir la force magnéto-motrice en unités électro-magnétiques, 
on écrit F = 4x.n.i.10 ampère-tours = 1,257 n.i A-T. 


La différence essentielle entre les circuits électriques et magnétiques 
réside dans la considération énergétique. Pour entretenir un courant 
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d'intensité í dans un circuit de résistance R, il faut dépenser une puis- 
sance R.i? (effet Joule), tandis que pour lentretien d’un flux IV, 
aucune énergie n’est demandée ; R.I? ne représente pas une puis: 
sance. Si le circuit magnétique est fermé de façon à annuler Paction 
démagnétisante des pôles, lorsque le flux J€ est établi dans ce circuit et 
que ultérieurement la force magnéto-motrice disparaisse, le flux per- 
siste, 


Le 
“h 


J 
Hopkinson et Kapp ont prouvé que la relation I — + valable 


dans le cas d’un circuit magnétique quelconque. Pour le circuit fermé, 
schématiquement représenté par la figure 


= cie 


l = ...(51 — 1) 


n est le nombre de spires recouvrant la tota- 

lité ou une portion du circuit, I? la reluctance 

totale du circuit. Lorsqu'une bobine est 

enroulée sur un noyau magnétique, le flux 

n'est pas uniquement localisé dans le noyau ; 

une partie traverse l’espace compris entre le noyau et le contour des 
spires ; cette partie est le 
plus souvent négligeable. 
Le flux total est 


I = I’ + AN" 
= JR .S’ + un. K.S. 


De fait, il existe encore 
un petit flux dont les 
lignes magnétiques se 
ferment en dehors du circuit magnétique ; Fig. (51 -4). 
c'est le flux de fuite. On pourrait en tenir 
compte en faisant des hypothèses sur la forme probable des lignes 
magnétiques de fuite (fig. 51 — 3). 


Frux = 
ʻ- IN a 
YALANI 


Fig. (51-2). 


Fig. (51 - 3). 


Pour un noyau homogène de section constante sur lequel des bobines 
différentes sont enroulées, on a (fig. 51 — 4) 
4Æx.n/.i + Ax.n”/.i/+4n. nv" SG 
re a 


H. S 
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en posant FP RM 
TE ENS LAS H 
pt = 4x. .n//.i/ 


Dans celle formule, la force magncto-motrice est comptée positive- 
ment lorsqu'elle donne naissance à un flux dirigé dans le sens arbitrai- 
rement choisi comme sens positif des 
flux (Règle du tire-bouchon). 

Pour un circuit hétérogène, compor- 
tant des portions de nature, de section el 
de longueur différentes, l’extension de 
cette loi magnétique permet d'écrire 


SN  -h 
—_ 


I = T vF étant la somme des f. m. m. 
x 
p=] 


de toutes les bobines enroulées sur le cir- 
cuit (fig. 51 — 5). 


FIRMES) X R= Y — est la somme des reluc- 
uS 

tances des différentes portions, l la longueur moyenne, s$ la section 
et u la perméabilité de chaque portion. Si une portion est constituée 
par un corps non magnétique (par exemple 
Pair), on prend u = 1. 

Pour un circuit contenant un entrefer 
d'épaisseur e, on peut écrire (fig. 51 — 6). 


I S = un de 
SR l e 
ag 
ou F- -= Aani 
l 3 ; 
D Da Fig. (51 - 6). 
Fe P i S, 
l e 
= mses (+ à 
u sS S 


= Fe (l+ u.e) 


Comme u est beaucoup plus grand que l'unité pour les corps magné- 
tiques, on voit que presque la totalité de la force magnéto-motrice 
(ampère-tours) est utilisée pour faire passer le flux dans l’entrefer. 
Si l’on désire un flux important, l’entrefer doit être réduit au mini- 
mum. 
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Par analogie avec l’étude des circuits électriques, on peut remplacer 
une portion de circuit par la différence de potentiel magnétique 9? — V, 
qui existe à ses extrémités ; la loi correspondante s'écrit 


o ET 


H — A ...{(bi —2 
JE — T (5 ) 


Les différences de potentiel 92 sont comptées positivement dans ile sens 
arbitraire des flux positifs. 


b) De même, on peut appliquer les deux lois de Kirchhoff aux 
nœuds et aux mailles des réseaux magnétiques. 

Première loi. 
(51 — 3)... E W = 0l en affectant les flux arrivant au nœud d’un signe 


contraire (fig. 51 — 7). 


Deuxième loi. 


Š ye \ 
(1-4)... EN, R=FF i 
Ayant attribué des sens quelconques au flux dans D A= 
les différentes portions de la maille, on choisit un sens ES 
de circulation et pour appliquer cette loi, on compte rA 


les positivement si le sens de circulation est le 
même que le sens du flux dans la portion considérée, il est négatif dans 
le cas contraire. 


A pplication. — Un circuit en forme de huit 
comporte sur la branche médiane n spires 
parcourues par un courant d'intensité 14 
(fig. 51 — 8). Donnons aux flux magnétiques 
établis dans les différentes portions des sens 
quelconques. 

Après avoir fait choix d’un sens de circula- 


tion dans la maille A BCDA, écrivons la loi de 
Kirchhoff. 


Au nœud À W; =W, X, (D 


Fig. (51 - 8). 


La seconde loi de Kirchhoff appliquée à la 
maille ABCA donne 


Feann (2) 


O e OR 
et appliquée à la maille ABCDA, elle donne 
-o O E (3) 
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Ces trois équations déterminent I, , X, et AT, en grandeur et en 
signe, Nous n’avons pas tenu compte du flux de fuite, on pourrait le 
faire en imaginant une branche fictive supplémentaire prise dans le 
milieu non magnétique. 


$ 52. - PERIODE VARIABLE DU COURANT ELECTRIQUE 


a) ETABLISSEMENT DU COURANT. 


Considérons un circuit isolé comportant une résistance R, un coeffi- 
cient de self induction £ et un générateur de force électromotrice E 
constante. 

La fermeture de la clef K provoque le passage 
d’un courant i dans le circuit (fig. 52 — 1). 

Recherchons la loi temporelle suivant laquelle 
le courant s’établit dans le circuit. Les temps t 
sont comptés à partir de l'instant où la clef K est 
fermée. On a évidemment à l’instant t = 0,1 = 0 
par suite, le flux 9Tembrassé par le circuit est nul. 

À l'instant t les valeurs instantanées du courant et du flux embrassé 
sont 1 et IF 

La variation temporelle du courant entraine celle du flux A: une 


Fig. (52 - 1). 


d 
force électromotrice induite e = — T naît dans le circuit. 
( 


A cet instant, la loi dOhm appliquée au circuit donne : 


d IC 
: E + e ss dd , 
Dea a S TA 
ue: di 
Or, par définition W=£ .i, on a alors E — R.i =£ Ti 


En séparant les variables, l’intégration de 0 à { donne 


e est ici la base des logarithmes népériens. 


A 
En posant que la constante de temps 7 est égale à F 
À 


E t 
i= (1-07) (52 —2) 
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La traduction graphique de cette formule est donnée par la figure 
(52 — 2). L'intensité du courant maximum est égale à celle donnée par 
la loi d'Ohm en régime permanent 
établi ; théoriquement, cet établissement 
nécessite un temps infini. La constante 
de temps + représente le temps néces- 
saire pour que l'intensité de courant 
atteigne une valeur égale aux 63 % de 
sa valeur de régime. 

Il est à remarquer qu’au début de 
l'établissement du régime, la variation 
du courant en fonction du temps est 
une loi très sensiblement linéaire car, 


LR 
LE TILL 2 
RTS TT 


AS A 


es 


ZEL 


A E 


TZ 


LÉ 


CL 


Z L À 


LL 


[7 


Ge 


Fig. (52 - 2). 


en effet, pour des petites valeurs de -> la valeur de exponentielle 
et/* peut être assimilée à l’unité ; par suite, 


di E 


b) QUANTITÉ D'ÉLECTRICITÉ DÉPLACÉE PENDANT L'ÉTABLISSEMENT DU 
COURANT. 


Par définition, on a 


al E Al E 
qs | idi =F |), G = et) dt = (+ tett ©) 


O 


Si observation du phénomène est faite pendant un temps t suffi- 
samment grand, e™/7 est négligeable vis-à-vis de l’unité et l’on peut 


<4 


écrire q = FF (£ — q), expression qui peut être envisagée comme Ja 
l 


somme algébrique de deux termes : 
o ELIA . r kà r 3 ? se . Ld La s . = 

1°q, = FA t qui représente la quanlité d'électricité qui aurait tra- 
versé le circuit pendant le temps t si le régime permanent était établi 
dès l’origine. Elle est représentée sur le diagramme par le rectangle 
hachuré verticalement. 
E 
R 
rée obliquement. 


2° q, = — 


t représenté sur le diagramme par la surface hachu- 
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La quantité q d'électricité qui a effectivement traversé le circuit est 
représentée par l’aire comprise entre laxe des temps, la courbe i= f(#) 
et l’ordonnée d’abscisse t. 

On peut considérer que les termes q, et q, proviennent de deux 
courants opposés : £, et i. 

i, est le courant débité par la pile et #, est celui provenant de la force 
électromotrice de self induction. 


| E Ai E 
ueg Ao e 
e K di 
2 ZRT R di 
d’où 
£ tdi £ A LE E 
n=- Fha # AN e 
E 
q=qa th= ra 


C) CESSATION DE COURANT. 
Supposons initialement que la clef soit dans la position 1 depuis un 


E 
long temps, le circuit est fermé et un courant d'intensité I = FR est 


établi dans le circuit comportant la 
pile Æ, la bobine de self £ et la résis- 
tance R (fig. 52 — 3). 

Plaçcons brusquement la clef dans la 
position 2 et commençons à compter les 
temps à partir de cet instant. Le flux 
embrassé par la bobine était maximum 
Fig. (52 - 3). à l’origine des temps W, = L.L; il 

diminue lorsque le temps augmente. 

Appliquons la loi Ohm au circuit ne comportant pas la pile : 


e 1 N di 
oe n ar 
d'où 
di E 
L -—— + R.i = 0, ce qui donne i = GaN 


dt 


Le diagramme de i = f(f) se traduit de la façon suivante : dans le 
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début, i varie à peu près linéairement en fonction du temps (fig. 52—4). 
La quantité d’électricité déplacée est donnée par 


a E t 
q = bateae eu". dt ri 
e 0 e 0 ETN 


Y 


= p" lorsque t est très grand. 


Cette quantité est équivalente 
au terme q, de la période d’éta- 
blissement. 

Si on reprend l'expression de Fig. (52 - 4). 
la loi Ohm dans le cas de l’éta- 
blissement du courant, on a 


a di 
Ral = — À PTE 
En multipliant les deux membres par įi.dt et en intégrant entre 
0 et {, on obtient 
ME si i 
| Ei.dt = | R.dt+ e| idi 
Le premier membre représente l’énergie fournie par la pile, le 


deuxième membre se compose de deux termes dont le premier 
a ` $ r e . . r Q . 

R. . dt représente l’énergie dissipée en chaleur dans le circuit et le 
e I 


en 


L 1° 


second, égal à —— , est l'énergie intrinsèque du circuit. 


Pour créer le champ magnétique qui entoure le circuit, traversé par 


LE 
le courant 7, la pile doit fournir l'énergie ——. Cette Cnergie se retrouve 


éd 


lorsque le champ magnétique est évanescent, c’est-à-dire lors de Ja 
cessation de courant ; elle apparaît dans 
le circuit sous forme électrique, elle pro- 
longe le courant pendant un certain 
temps. Dans l’exemple envisagé, elle se 
transforme en chaleur dissipée par effet 
Joule dans la résistance R. 

Le sens des courants i et à, lors de 
l'établissement se trouve aisément par 
application de la loi d’induction. En exa- 

lampe minant la figure (52 — 5) dans laquelle 
Fig. (62 - 5). le courant marqué d’une flèche est sup- 
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posé croître, on voit que le champ Fe est dirigé de gauche à droite et 
comme il croît proportionnellement à i, le flux embrassé par la bobine 
croît également ; le sens de la force électromotrice induite, et par 
suite celui du courant induit est donné par la règle du tire-bouchon 
(ici, mouvement inverse), ce courant, marqué par une double flèche, 
est opposé à celui qui a créé le flux. 

L’accumulation d'énergie sous forme magnétique est montrée par 
l’éclat instantané que prend une lampe dérivée aux bornes de la clef K 
lorsque celle-ci, après avoir été fermée, est ouverte. 


$ 53. - TRAVAIL EFFECTUE PAR LES FORCES ELECTRO- 
MOTRICES SUR UN CONDUCTEUR PARCOURU PAR 
UN COURANT ET LIBRE DE TOURNER AUTOUR D'UN 
POLE MAGNETIQUE DE MASSE m. 


a) Considérons un circuit formé par un générateur D, un conduc- 
teur mobile ABC et un aimant NS. Le conducteur mobile prend appui 
sur le pôle N d’une part et dans un bassin annulaire 
de mercure d’autre part, ce bassin se trouve dans la 
région médiane de l’aimant ; de cette facon, le con- 
ducteur mobile n’embrasse, dans sa rotation, que le 
flux émanant du pôle N (fig. 53 — 1). 

Le sens de rotation est donné par la règle des trois 
doigts de la main gauche. 

Par tour, toute la gerbe de lignes magnétiques du 
pôle N est coupée par le conducteur ABC, le travail © 
est donné par 


Fig. (53-1). 


= (idw = io .... (03.1) 


e l tour 
JT étant le flux magnétique de l’aimant. 
Or, W = B.S = (F6 +4r. J).S = 4x. J.S = 4n.m, si S est la 


section droite de aimant, 7 son intensité d’aimantation et Fe l’inten- 
sité du champ intérieur négligeable vis-à-vis de 3. 
Par tour, le travail s'écrit: © = 4 x.m.i et le couple moteur 


C a a 53 — 2) 


D) ROUE DE BARLOW. 


Un disque métallique, bon conducteur, est libre de tourner autour 
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de l’axe XX’ orienté parallèlement au champ magnétique Fe ; le flux 
magnétique traverse le disque de 
rayon R (fig. 53 — 2). x’ 

Soit į l'intensité du courant traversant i 
le circuit pile, disque-balais. Pour une 
rotation élémentaire da le rayon joi- 
gnant l’axe du disque aux balais a 
embrassé un flux élémentaire d %, lex- 
pression du travail élémentaire est donc 


ETEA I =at ds 


Fig. (53 - 2). 


1 
= z 96 .1.R°.da 


sd 


Pour un tour, le travail s'écrit: 6 = 4e. S.i où S est la surface 


du disque. co se S ; 
L'expression du couple moteur devient : C, = a y" (00 — 3) 
T? T 


Remarque : La réciproque est évidente : en faisant tourner le disque, 
on crée un courant induit ; dans ce cas il y a transformation d'énergie 
mécanique en énergie électrique. Le sens de la force électromotrice 
induite est donné par la règle des trois doigts de la main droite. Pour 
un même sens de rotation, le courant qui circulerait dans le circuit 
disque, balais et pile, serait opposé à celui de la figure. 


C) ROTATION D'UNE SPIRE PARCOURUE PAR UN COURANT Í PLACÉE DANS 
UN CHAMP MAGNÉTIQUE (fig. 53 — 3). 


Supposons le champ 3e uniforme. La spire parcourue par le cou- 
rant s'oriente de manière à embrasser le 
flux maximum par sa face négative. 
Pour une position donnée de la spire, 
soit 0, l’angle que fait la normale n au 


plan de la spire avec la direction de Je, Si 
Fig. (53 - 3). x, est le flux maximum embrassé par la 
spire lorsque 0 = 0, i! vient X = JF. cos 0 
et puisque d © = i.d = i. X, sin 8.40. 
Si la spire passe de la position 1, pour laquelle langle désigné 
précédemment est 0, à la position 2 correspondant à 0, 


O =1i.%, (cos 9, — cos 0.) 
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Le travail maximum est fourni pour le retournement de 180° de 
la spire: © = 2 i Æ , lorsqu'elle présentait initialement sa face sud 
au champ magnétique. 

Si on désire que la spire effectue une rotation complète il faut 
inverser le sens du courant qui la traverse au moment où le flux 
maximum 9%, entre par la face négative. Ce renversement peut être 
rendu automatique à l’aide du collecteur dont le fonctionnement se 
conçoit par simple inspection de la figure. 


Dans le cas de la figure (53 — +4), la ligne des balais bb’ doit être 
placée dans la direction de Je. 
Cela étant, le travail par tour est évidem- 


ment © = 4 i.N, — 4 Fe.S.i.; S est la sur- 
face de la spire et le couple moteur moyen 


2F6 .S.i 
CES = _— ....(03 — 4) 


T 


d) ALTERNATEUR (fig. 53 — 5). 


Supposons qu’une spire de surface S tourne 


dans un champ magnétique uniforme J6 à la | 
i 
d 6 


vitesse angulaire œw constante o = 7 Gte, Fig. (53 - 4). 


Elle est le siège d’une force électromotrice induite : 


d I€ d 


ERE = gr ET, COS 0) 


d 
= — -yr (76 -S . cos 0) = o . F6. S . sin 0 


= E . Sin © t 
.. (53 — 5) 


Fig. (53 - 5). 


en posant E = Je as. 
Si le circuit de la spire est fermé et présente une résistance R, le 
courant qui la traverse est à chaque instant donné par la loi Ohm. 


nr 


R 


€ 
e nt . . 
D A Z (69) = 
l R R sin © t l . SIN t en posant l 


et en négligeant la f.e.m. de self-induction. 
(Ultérieurement, le cas de la spire présentant de la self-induclion 
sera repris § 71.) 
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Courant et force électromotrice sont deux fonctions simplement 
sinusoïdales du temps ; elles sont en phase. 

En munissant les deux extrémités de la spire de deux bagues sur 
lesquelles frottent deux balais, il est possible d'envoyer le ‘courant 
dans un circuit extérieur. 

Soit R, la résistance intérieure de la spire et R, la résistance exté- 
rieure, il vient : 


=. a A T, . Sin o t 


Rei 

La différence de potentiel qui existe entre les bornes a et b du 
circuit extérieur, est à chaque instant exprimée par le produit R.i, 
soil 


l 


R 
VD = RER E, sin o $ = Le . Sin o t 
en phase avec i et e. 
D'autre part, 
a R, x R, 
Van = E n m l a d R, Z E a | Ies R d) = E, R + R. 
ù € % G L 
de sorte que 
v 
v= (E, Rp sinot et =E = R. sin o £ 


La représentation graphique de ces différentes fonctions tempo- 
relles est traduite par le diagramme suivant (fig. 53 — 6) : 


Fig. (53 - 6). Fig. (53 - 7). 


Si un cadre de n spires de même surface est animé d’une rolation 
uniforme, il est évident que la force électromotrice maximum induite 
est E, =% Fe .S.n = «. Moan où AT, est le flux maximum 
embrassé par une spire. En disposant en bout d’arbre un collecteur, 
le courant qui circule dans le circuit extérieur uniquement résistant, 
est redressé (fig. 53 — 7) et la différence de potentiel moyenne qui agit 
aux bornes du circuit est fournie par lexpression 

= 1 TR 9 x 
Vo Le) sin ot. dt car o = p 


(0) 
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En admettant que la résistance intérieure du cadre tournant soit 
nulle, v = e et V, = E, ; il viendrait alors 


2E TE: 
= D = =4N.X .n 
T o. T ni 
1 
en posant le nombre de tours par seconde N = pa 


Exprimée en volts, cette formule s'écrit : 
EE =4N. H, -n.10 volts. 


e) On passe du cas théorique simple au cas des machines électri- 
ques, en enroulant des špires autour d’un noyau 
de fer qui tourne dans un entrefer où existe un 
champ magnétique créé par un ou plusieurs 
enroulements inducteurs (fig. 53 — 8). 

Si l'intensité du champ magnétique radial est 
répartie sinusoidalement dans l’entrefer suivant 
Je = Je, sin 6, le champ maximum se confond 
avec l’axe magnétique de la machine. Si v est 
la vitesse linéaire de rotation, la f. e.m. induite 
dans un conducteur actif de longueur l égale à 
la longueur du rotor d’expression e = %6 lv, est maximum lorsque 
le conducteur coïncide également avec l’axe magnétique. 


Fig. (53 - 8). 


Pour une vitesse angulaire constante, la forme de e = f (t) dépend 
de la répartition du champ dans l’entrefer. Dans le cas envisagé nous 


tr 
retrouvons lexpression Œ =AN. H n. 10-8 volts) car 


es Je lvs TG. lro sin 0 = o IE sin © t 


IT est évident que les conducteurs actifs (portions de conducteurs 
qui coupent les lignes magnétiques) sont distribués tout le long de la 
périphérie rotorique. Si l’on considère un anneau gramme, la f. e.m. 
induite dans une spire est maximum lorsque le plan de la spire est 
à la ligne magnétique et nulle à la ligne neutre. 

Toutes les spires sont siège de f. e. m. amplitude différente et si n 
est le nombre de conducteurs actifs, comme les deux moities de 

n 
l’enroulement sont connectées en parallèles, pE spires seulement sont 
en série, la moitié du flux magnétique maximum créé par les pôles 
inducteurs, est entraînée par chacune des spires, de sorte que 


E=nNn, N.X,, . 10-8 volts. 
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La figure (53 — 9) donne une image correcte de la répartition spatiale 
des f.e.m. induites dans une machine bipolaire, les f.e. m. induites 
étant remplacées par des piles dont la grandeur est proportionnelle 


Fig. (53 - 9). Fig. (53 - 10). 


à leur valeur. On voit qu'il n’y a aucun inconvénient à augmenter le 
nombre de lames au collecteur, puisque c’est la somme des f. e. m. qui 
apparaît entre les balais bb’ (fig. 53 — 10). Lors de la rotation, lors- 


qu’une spire, spatialement remplace une autre, 
elle est le siège de la f.e.m. correspondant 
à la première position. La f.e.m. qui existe 
effectivement entre les balais fluctue d'autant 
moins autour de la valeur moyenne que le 
nombre de lames au collecteur est grand 
(fig. 53 — 11). 

En supprimant le collecteur et en le rem- 


y ANANA NSA NAAA 


Fig. (53-11). 


plaçant par deux bagues continues avec frotteurs, la f. e.m. entre 
balais est alternative et sa valeur maximum est évidemment fournie 
par la même expérience. Il est bien évident 
qu’il revient au même d’immobiliser Pen- 
roulement producteur d'énergie électrique 
et de faire tourner le champ magnétique. 


primaire Secondaire 


f) TRANSFORMATEUR (fig. 53 — 12). 


Sur un noyau magnétique fermé deux 
enroulements de n’ et n” spires constituent 
Fig. (53 - 19). le primaire et le secondaire d’un transfor- 


mateur. 


Si 7 désigne l’intensité du courant primaire, le flux magnétique %% 
Oo 


qui passe au travers de la section droite S du 


noyau est donné par 


Papplication de la loi relative au circuit magnétique par 


F  Ax.n.v. 4x.n 
D j = 
A 
M.S 


l étant la longueur moyenne du noyau. 


.VU.u.S 


'i 


244 ÉLECTRICITÉ THÉORIQUE 


Remarquons encore que 


l 
To= E = 16 L, soil F l= 4raw t. 


Si à varie J€ varie, il en résulte qu’une force électromotrice 


d IE n’ di’ = 
FA dns 1 
naît dans l’enroulement secondaire. 

Il y a évidemment une force électromolrice d’induction dans len- 
roulement primaire, de sorte que pour déterminer la différence de 
potentiel v’ qui doit exister aux bornes du primaire, pour qu'il soit 
parcouru par le courant į’, il faut appliquer la loi Ohm (récepteur) 


2 n’ d IC 
| Dre dt 
nee 


OR Re 


A supposer que la résistance R’ soit négligeable : 
d I€ Æx.u.n.$ di’ 
dt l 


et alors 


e’ -++ n’ e’ n’ 
= —— ou en module | 
e” n’’ 


Ta © n” 


Supposons que le circuit secondaire mwexiste pas, ou ce qui revient 
au même, que l’enroulement secondaire soit ouvert. Le flux qui circule 
dans le noyau s’exprime en vertu des lois relatives aux circuits magné- 
tiques par 


F An ara 
T cenen aa aua 
IL À 


Si le circuit secondaire était fermé sur une résistance, la présence 
de e” entraîne un courant i” qui lui-même développe un flux opposé 


4x.n/’.1 


à celui qui Fa créé ; ce flux serait égal à F de telle sorte 


que le flux qui existe réellement dans le noyau est la somme algé- 
brique des flux primaires et secondaires, soit 


À, — 
4 sv e X 
IE (a I T 


LE 
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Appliquons au transformateur le principe de la conservation de 
l'énergie : énergie électrique absorbée par le primaire v’ ïi’ (récepteur) 
se retrouve dans l’enroulement secondaire (générateur); il n’y a pas 
de pertes si les résistances R’ et R” sont supposées nulles. (Pas d'effet 
Joule.) Il vient 


e’ sit? + nw’ 
Z F — p? F — o ao‘ Tarp ___ — es, A a 
Der ON ESS do eee e 
et rwa: nN et Wal 


S'il n’y a pas de flux, il n’y a pas de forces éleclromotrices induites ; 
le calcul west donc pas faisable sans tenir compte de la chute ohmique 
dans les enroulemenis. 

io 
La formule a (w. +n” .i”) = JI montre que le flux réel doit 


être fort petit et Pon conçoit que les transformateurs sont des appa- 
reils à haut rendement. 


Pour calculer la réluctance, les données géométriques du circuit 
magnétique ainsi que sa constitulion doivent êlre connues. 


Il y a deux facons équivalentes de traiter le problème du transfor- 
mateur : 


1° Le primaire et le secondaire sont deux circuits placés das le 
voisinage l’un de l’autre ; ils présentent donc un coefficient d’induc- 
tion mutuelle 9C. On aurait les deux relations caractéristiques sul- 
vantes : 


R'.i-=v IE di” p di’ (récepteur) 
| dt dt 
el 
di’ di” 
R” i” = — I n~ DR" -IF (générateur) 


qui tiennent compte de la réaction du secondaire sur le primaire. 


2° Dans le transformateur parfait, le flux de réaction du secondaire 
étouffe exactement le flux du primaire ; ainsi le flux résultant serait 
nul et l'appareil ne fonctionnerait plus. 

En réalité, tout le flux du primaire ne passe pas dans le secondaire, 
et réciproquement, il existe un flux de fuite, de sorte que si i est 
l'intensité du courant qui circule dans le primaire, lors du fonctionne- 
ment à vide, on peut écire pour la pleine charge : | 


n’. Į nu n”. 1” — Wi; 
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De cette facon on indique que le primaire fournit l'énergie au 
secondaire, ainsi que la magnétisation de lappareil. 
Le flux que doit fournir l’enroulement primaire est donc plus grand 


4n.n.v 
que JT’ -= T dont compte a été tenu jusqu’à présent et 
si V’ est un coefficient plus grand que lPunité (coefficient d’ Hopkin- 
son), on peut écrire £’/.i = V’ w I’. De même pour le secondaire, 


L” i” = V” n” g€”, de sorte que, par définition : 
M C= n” et ME W = JY w 
4° 7 L” 7? 
n 1 — 7 
par suite jE AR À FT et w … 
Les trois équations simultanées à résoudre sont donc ainsi : 


n’ d’ + n” y c w i 


| di’? . di 
2 1? — AN the ns = 
R'T=0 NE di A di 
Pon di j di” , 
PAR — G LL LL Pr y 
REP S= di PT V 
que l’on peut écrire 
ne . dr i di” 
UN E G DE 
7 2 di d [wR _ wo 
=R + AE + IM dt È i n” z 
Į’ | d n di 
AUS [< IC 7? + 90 n” dt 
Ri P | i 1 di’ wo di 
ES -y| + n” dt 
os i p di’ -d n’ di 
RS DE Al 
i | 7? R” r27 yr di” NC di, 
ST Dr: 


en posant que l et W respectivement égaux à 
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sont les coefficients de self-induction supplémentaires dus au flux 
de fuite. 


Remarque : Dans une transformateur équivalent on pose que le 
n’ 


rapport — est l'unité, et ce, afin d’uniformiser les équations relatives 
n 


aux primaire et secondaire. 
On peut aussi raisonner directement de la manière suivante : 
Indépendamment de toute hypothèse, soit 9C, le flux commun tem- 


porellement variable qui traverse l’ensemble des deux enroulements. 
Seule une partie du flux créé par enroulement primaire, passe dans 


lenroulement secondaire, il y a un flux de fuite A, de telle manière 
que le flux 9%’ traversant le primaire est effectivement I’ = HW, + 
,. De même pour le condaire : W” = I, + Nr. 


Ces flux de fuite entraînent alors Ia notion de coefficients de self- 
induction supplémentaire, 


C 4 LEA 
_ [ =. f 
V = 7 n’ et DP? — Ea n” 
R’ l/ — D’ = n’ d I, / a 
a dt ` dt 
1? 
R i= = n” d - — —- p” 
t 


g) En prenant en considération le transformateur parfait où le flux 
de réaclion étoufľe le flux primaire, 1l vient : 


X’ = 0 — L Į + TC i” et FW” — LI i” + TC 17 ==) 


On dit alors que les deux circuits secondaires et primaires sont 
parfaitement couplés. 


Dans ce cas, en multipliant l’une par l’autre les deux relations pré- 
cédentes 


JC = A" A ....(53 — 6) 
et l’on pose que le coefficient de couplage défini par k = est le 
couplage optimum égal à unité. ge 


Il n’est évidemment pas possible que k = 1 pour les raisons indi- 
quées précédemment. Le couplage est dit serré lorsque k avoisine 
l’unité et lâche lorsque k tend vers zéro. 
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Comme 
LV = f' pi t P 07 PA 
= À y e = À D ZE 
M n” i IC nwo 1 
avec er, A N E 
r wW V’ A e i 
Si les flux de fuite n'existent PAS x — 1 et l’on voit la liaison 


entre le coefficient de couplage et le coefficient d’ Hopkinson. 


CHAPITRE VII 


COURANTS ALTERNATIFS QUASI STATIONNAIRES 


$ 54 


a) Lorsqu'un générateur développe entre les bornes a et b d’un 
circuit une différence de potentiel alternative qui varie temporelle- 
ment suivant une loi complexe v = f(t), il est toujours possible de 
décomposer la fonction périodique du temps par le théorème de 
Fourrier en une somme des termes sinusoïdaux dont les pulsations 
croissent en progression arithmétique : 


v= f = À + À,.sin (ot — p) + 
+ À,.sin (2 ot — p,)+...+ À .sin (nwt — p). 
Seul, le cas où la variation temporelle de la différence de potentiel 
est simplement sinusïodale est envisagé. 
Ainsi donc, si V, est amplitude de la d. d. p., v = V,. sin of. 


Lorsqu'une telle différence de potentiel est appliquée aux bornes 
d’un circuit comportant une résistance R (fig. 54 — 1), la loi Ohm 


Fig. (54-1). Fig. (54-2). 


appliquée à chaque instant fournit pour la valeur instantanée i de Fin- 
o, | V V sin ot | V 

tensité du courant ; i =- = 2 ol l, Sin ot, où 1, = R 

est amplitude de Pintensité du courant qui varie également simple- 


ment sinusoïdalement en fonction du temps. 


Le diagramme (54 — 2) montre cette variation et l’on voit immédia- 
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tement que pour toute une période, la valeur moyenne de # est nulle ; 
cette valeur moyenne est, en effet, définie par 


L FER 1 HT 
y | idt = 7| l,- sin ot.dt = 0. 


© t 


On définit la valeur moyenne d’une grandeur sinusoïdale 
E r m 2 m 
g = G, „: Sin ot par l'expression 


e 1 T2 
G = ra) 9 z dt. 
Dans le cas courant, 
=. Í °T/2 
I = T7 a . Sin ot. dt = _ F 


Un galvanomètre du genre Deprez d’Arsonval dont les élongations 
sont proportionnelles à í n’est pas susceptible de mesurer les courants 
alternatifs, car même pour des pulsations peu élevées l’inertie du 
cadre mobile l’empêche de suivre les variations de courant, partant, 
l'aiguille demeure à sa position de repos. Cependant, il est possible 
de réduire suffisamment linertie pour permettre à l’équipage mobile 
de suivre les variations de i, le galvanomètre est alors transformé en 
oscillographe. 

S'il est intéressant de connaître la valeur moyenne I de l'intensité 
de courant, il faut avoir recours aux ampèremètres électromagnétiques 
dont les déviations sont indépendantes du sens du courant qui tra- 
verse les bobines. 

La notion de la valeur efficace de l'intensité du courant se déduit 
aisément de la considération de la perte par effet Joule qu’il déve- 
loppe en circulant dans un circuit de résistance R. 


Si it = 1 .sin ot, Pénergie dissipée par effet Joule pendant une 
période a comme expression : 
t+ T tT R P T 
J=R( Peab RT. | sinz ot. at = mT 
pa st 
la puissance moyenne dissipée est : 
p J R.T 
er. 
Là cs ue 1, z A A 
Un courant d'intensité Z = —— agissant dans la même résistance R 
9 d 


\ 
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I 
dissipe la même puissance P. I = — est appelée l’intensité efficace 


du courant alternatif (fig. 54 — 3). V 2 
Dune manière générale, on 

définit la valeur efficace d’une 

grandeur g par l’expression : 


a= fia (a. dt ...64—1) 


dans le cas des grandeurs sinu- 
soidales 


g = G,- sin ot i 


alors G = a . (54 — 2) Fig, (54-3). 
yz 
La mesure des intensités efficaces se fait à l’aide ď'appareils qui 
mettent en jeu des phénomènes provenant de Péchauffement des con- 
ducteurs parcourus par des courants, comme par exemple l’allonge- 
ment d’un fin fil d'argent ou de platine. Ce sont les appareils ther- 
miques. 
Si, dans un même circuit parcouru par un courant alternatif, on 
place en série un appareil ther- 
J p . mique et un appareil électro- 
— (À —m— magnétique, réglés tous deux de 
UE manière à donner des indications 
Fig. (54-4). identiques lorsqu'ils sont tra- 
versés par un même courant 
continu, on observe en général une différence dans les indications 
(fig. 54 — 4). 
Le thermique indique la valeur efficace Z et l’électromagnétique Ja 


valeur moyenne l. 


Le rapport F = — des déviations observées aux deux instruments 
I 


porte le nom de facteur de forme. 
Dans le cas de courant simplement sinusoïdal, i = 1,.sin of, le 


facteur de forme est : 


I l D x 
F n ea e RE e Dori 1,11. 
I Ņy22.I, 29/2 
Par l’évaluation du facteur de forme on peut se rendre compte si 
le courant est sinusoïdal ou non. 
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b) CIRCUIT COMPORTANT UNE RÉSISTANCE R EN SÉRIE AVEC UN CONDEN- 
SATEUR DE CAPACITÉ C ET UNE BOBINE DE COEFFICIENT DE SELF- 
INDUCTION Æ SOUMIS A UNE DIFFÉRENCE DE POTENTIEL SIMPLEMENT 
SINUSOÏDALE (fig. 54 — 5). 


Nous admettons que le courant qui traverse le circuit est quasi 
stationnaire, ce qui signifie qu’à un instant donné, l’intensité du cou- 
rant est la même en tous les points du circuit. 


En d’autres termes, nous 


M S admetlons que la propagation de 
Pélectricité au travers du circuit 
MO — 


ru : s'effectue en un temps négligeable 
Fig. (64-5). vis-à-vis de la période T du cou- 
rant alternatif. 

C’est presque toujours le cas pour les courants de basse fréquence, 
rencontrés en électrotechnique, mais cela cesse d’être vrai pour les 
fréquences employées en T.S.F. où la répartition du courant le long 
du circuit doit être recherchée pour traiter les problèmes rencontrés. 

Soit v = v, — v, = V,- sin ot la différence de potentiel appliquće 
aux bornes À et B du circuit envisagé ; à chaque instant la loi Ohm 

D—u+e 
appliquée à un circuit récepteur donne : íi = R , u étant la 


d. d. p. aux bornes du condensateur prise positivement dans le sens 
instantané du courant i, e la f. e.m. de self-induction de la bobine. 


v= R.i +u—e ... (54 — 3) 
q ; ; l a 
D'autre part C = sa et q = f i.dt; par suite : u = T) i. dt; les 
limites de Pintégrale sont prises entre Pinstant où q = 0 et l'instant 
où q =q. 
La f.e.m. de self-induction 
n it R.i ii Pre 
e -Ap par suite : V = RL. ag di 
en la dérivant par rapport à tł, on obtient : 
dv 7 di 1. d? i T 
ad u T ee a 
ou encore 
1 dv d?i di o 
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1 
en posant 2a = va CE «Qt or s'appelle le coefficient 


d'amortissement et w la pulsation propre du circuit. 


En introduisant la loi de la variation temporelle de v, c’est-à-dire 
v = V -sin wt, Péquation différentielle 


(OR V i d? l 9 di f 9 . 
ee e e Ea aa 2 a. — w, l 
7 COS w TJE + a di 9 


se résoud facilement. 
La solution générale s'écrit : 


We 2 NS La | 
i= e*l JA.e -9t pe lé -0.t] + D.sin (ot— o) 


e est la base des logarithmes népériens et A, B sont les constantes 
d'intégration, ọ et D sont des constantes. Le premier terme correspond 
à la solution de l’équation différentielle sans second membre, à cause 
du facteur e “devant la parenthèse, il tend vers zéro lorsque le 
temps t croît. Ce terme disparaît lorsque le régime harmonique est 
établi et seule la solution particulière i = D . sin (oi — æ) subsiste. 


Sauf dans le cas où en électrotechnique, la période d’établissement 
du courant est prise en considération, la solution générale de l’équa- 
tion différentielle est réduite à la solution particulière d’expression 
très simple. En T. S5. F, au contraire, les phénomènes transitoires 
étant la règle, il faut conserver la solution complète. 


La détermination des consiantes D et ọ se fait en introduisant la 
solution dans l'équation différentielle et en identifiant les deux 
membres : 

o. V er 
= cos of = D .cos œt [(w? — w) sin p +2a.w.cos g] + 


+ D.sin ot [— (œ? — of ) cos p + 2a.@.sin y] 


En annulant le terme sin oł du second membre et en identifiant les 
termes en cos of, il vient : 


— (œ? — œ ) cos ® + 2 a.w.sin g = 0 
et 
o. V 


—5" = D. [(@? — 0) sin ọ + 2 a.o. cos g] 
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d’où : 
1 1 
2 ng Dre wL — 
o? — o 7.0 Fe 
S OO = = = Ea 
P 20.0 R R — R 
— wW 
L 
] r « . 
en posant x = w. £ — p C? Y est la réactance du circuit. 
La seconde expression donne : 
o. V Í COS @ 
D = —— ~” = Vii R 


L  (@—w)sinp+2a.w.cos p 
en posant D = I, et en introduisant la valeur trouvée pour ọ on a 
I = 7 — 
L'expression de l’intensité instantanée du courant est 


i = I- sin (ot — œ) 


7 


nt 


et amplitude de ce courant est donnée par 1, = 7; en posant que 
l’impédance z = y RIH, 


x 
Le courant est déphasé d’un angle & = arc ig p Sur la différence du 
potentiel v. 


Suivant que le terme o. £ emporte sur nc le déphasage ọ est 


positif ou négatif et le courant i est en retard ou en avance de phase 


sur D. 
Examinons les phénomènes qui se produisent lors de la période 
variable, dans le cas d’un circuit ne comportant que de la résistance 


et de la self-induction. 
La loi Ohm écrite sous forme différentielle donne : 


di m 
1 PTE L= D. 
La solution est : 
Rt 


i= Ae p +D sin (ot — œ). 


V w À | 
D m t= wl et | 


VAT 
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de sorte que U = À — D sin ọ et l’expression du courant instantané est 


en définitive 
Rt 


V n 
[sin @ e + sin (ot — ọ)] 

La somme des deux termes de la parenthèse indique clairement que 
dans les premiers moments de léta- 
blissement le courant instantané 
supérieur au courant de régime 
(fig. 54 — 6). 


c) CONSIDÉRATION ÉNERGÉTIQUE. 


Reprenons expression instanta- 
née de la loi Ohm : 


v= R.i+u—e 


en multipliant les deux membres 
par i.dt on obtient : Fig. (54- 6). 


v.i.dt=R.Ë.dt+u.i.dt-e.i.dt 


Le premier membre v . i. dt représente l’énergie fournie par le géné- 
rateur au circuit pendant le temps très court dt. 

Le second membre indique comment cette énergie est utilisée : 
R . i . dt est l'énergie dissipée en chaleur dans la résistance R; u.i. di 
celle absorbée par la charge du condensateur et e .i.dt celle fournie 
par la f.e. m. de self induction au circuit. 

La capacité absorbe de l’énergie lorsqu'elle se charge, u et i sont de 
même sens ; elle fournit de l’énergie au circuit lors de la décharge, 
i et u sont alors de sens opposé. 

La bobine inductive absorbe de l’énergie électrique pour la transfor- 
mer en énergie magnétique localisée dans le milieu extérieur, lorsque 
le courant croît ; elle restitue au circuit l’énergie accumulée, lorsque 
le courant décroiît. 

Evaluons les valeurs moyennes des différents termes par période 
d’oscillation : 

1 +7 
= | v.i. dt = 


e t 


| V .sinot. I, .sin(©t-— ®).dt = 
t 


UAE A 
= D (sin? o £. cos ọ — sin o Ł. cos œ Ł. sin ọ) -dt = 
> t 
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et en introduisant les valeurs efficaces 


yV 
Ba et [= 
2 


V V 


la puissance moyenne fournie par le générateur au circuit est . 
P = V.I.cos ọ. Si la loi de 
variation de v et de 1 en fonction 
du temps était une fonction f de 
forme quelconque, on poserait 
que la puissance fournie au cir- 
cuit est encore donnée par 
expression P = A . V . I dans la- 
quelle A est le facteur de puis- 
sance. Dans le cas de variation 


V = 


a 
2 


Fig. (54-7). 


harmonique À = cos ®. 
Dans l'hypothèse où i retarde sur v d’un angle ọ ou d'un temps 


p PARA ; 
tE EL le diagramme (54 — 7) montre la variation de v, de i et de 


la puissance instantanée v.i en fonction du temps. 

Le premier terme du second membre déjà rencontré qui désigne 
l'effet Joule : 
R.Ë.dt=R.lr. 


(h. 
e t 


1 
T 


Les effets de capacité s’annulent pour une période. En effet 


1 ara C nn dq du 
—\ u.i.dt= z| u.du, car i= —— =C — 
T | Í dt dt 
~ Ut} 
La d.d.p. aux bornes du condensateur est également sinusoïdale 
2x 
de même pulsation œ = TT S) elle passe par une même valeur au 
bout d’une période u, = Uye 


L'intégration donne : 
LEE, C ju? 
T\uid= F pa = 0 
De même, les effets de self induction s’annulent pour une période 
1 HT 1 MAT prizi 
2 a 7 \e-i ai- T ps = 0 


i 
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La capacité et la self (1) absorbant de l’énergie pendant une fraction 
de période, la restituent intégralement pendant le restant de la période. 


d) CAS PARTICULIERS. ee 
A PS R f 


Nous les déduirons du cas général 


précédemment traité. Fig. (54 - 8). 


1. Le circuit comporte uniquement une résistance (fig. 54 — 8). 


Dans ce cas très simple, l'application de la loi d’'Ohm donne i = . 
Par suite, i = R .sin of = 1 .sin ot. 
L’amplitude 7 = R el le déphasage ç = 0 
1 
z£ = 0. — og” 
Le coefficient de self induction est inexistant (£ = 0) et la capacité 


est infinie (C = æ), (Le court-circuit des deux armatures d’une capa- 
cité correspond au cas où leur distance est infiniment petite, de sorte 
que C = co.) 


La formule ————— = tg ẹ donne alors ọẹ = 0 et x = 0. 


2. Le circuit comporte une résis- 
À tance R en série avec un condensateur 
de capacité C (fig. 54 — 9). 


LT à 
Il Il suffit de faire dans les formules 


ne 
r 


Fig. (54-9). générales £ = 0. On obtient alors 
Eer; in (w t ) I Va t t : 
l = A n — < —— 7 = ——— 
z Sł œ p avec o / T e g P o CR 
2 ee 
| + 


Le courant est dans ce cas en avance de phase sur v (ẹ < 0). 


G) L’usage journalier a consacré une expression abréviative. Une SELF est une 
portion de circuit qui, traversée par un courant, développe un flux magnétique 
et de ce fait présente un coefficient de self induction. 
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3. Le circuit comporte une résistance R en série avec une bobine 
de self induction £ (fig. 54 — 10). 
Il suffit de faire C = œ dans les formules générales et lon a 


i= I .sin(wt—#) 


S Ya 
met avec À = 


À anm ITS — 8 PO (RH oe 
T & D L 
Fig. (54-10). el tgo = —— 
Le courant est en retard de phase sur v (ọ > 0). 
e) REPRÉSENTATION GRAPHIQUE ET SYMBOLIQUE. 
, P = ` = ; A 
Rappelons qu’une grandeur sinusoïdale g = G -sin œ¢ peut être 
représentée par un vecteur de grandeur 
OA = G „ tournant autour du point 0 s 
. e hal 
avec une vilesse angulaire constante | Ab 


égale à œ (fig. 54— 11). 

Si l’on choisit un sens de rotation et 
un axe OX comme origine et que Pon 
commence à compter le temps à partir 


X 


> 
du moment où le vecteur G- se confond 
avec cet axe, les projections du vecteur 


Fig. (54-11). 


tournant G sur laxe OY perpendicu- 
laire à OX donnent les valeurs instantanées de la grandeur sinusoidale 
g = G,,.sino £. 

La valeur instantanée de la dérivée temporelle 
de g, 


dg / x 
a —=o.G, .coswof=o.sin GERS 


est représentée par la projection sur laxe OY 
d’un vecteur de grandeur œ. G , tournant à la 
même vitesse angulaire œ mais décalé de 90° 


Fig. (54 - 12). 


en avance sur G (fis. 54 — 12). 
La valeur instantanée de l’expression f g di est donnée par 


f G G | x 
{G -sino t. dt =" cos o t = —” sin( wt—.) 
ni W w 2 


t 


et est représentée par projection sur OY d’un vecteur de grandeur —— 
(63) 
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tournant à la vitesse angulaire œ et décalé en arrière d’un angle 
A 


2 

Ce procédé permet de construire géométriquement les équations 
différentielles relatives aux problèmes élec- 
triques en régime permanent établi. y 

La représentation symbolique qui est un 
autre procédé de calcul particulièrement 
puissant, est basée sur le fait qu’un vecteur 
tournant se représente par son amplitude 
G multipliée par e exposant jot. 

Cette façon de procéder est évidente, car 
la formule de Moivre Ge! = G (cos œt 
+ j sin o {) l’explicite immédiatement à la ` 
condition de choisir l’axe imaginaire per- Fig. (54 - 13). 
pendiculaire à celui utilisé comme origine 
des temps (fig. 54 — 11). 

Dans ce cas, léquation différentielle générale (54 — 3) s'écrit : 

1 di 1 l 

v= Ri +- fidt +£ —; = [R+ | o L a) laot = ZIevt 


égal à sur G, (fig. 54 — 13). 


J 
z 
G 


T 
\ w 


dt 


où Z est une quantité complexe Z = R + jæ (impédance imaginaire). 
Le premier membre est également un vecteur tournant dont l’am- 
plitude est égale à celle de 7 multipliée par le module de Z et dont la 


hase est en avance sur I d’un angle ọ = tet —- 
P Ə R 


Si Pon représente un vecteur tournant par la rotation de sa valeur 
[Z] 
Z 

On retrouve la loi d’Ohm sous une forme analogue à celle obtenue 
en courant continu. La considération des impédances imaginaires 
permet de traiter les circuits parcourus par des courants alternatifs 
en régime comme s’il s'agissait de courant continu. (Nous reviendrons 
sur la représentation symbolique au chapitre VIII, § 62.) 


maximum ou efficace placée entre crochets, il vient [V] = 


Applications. 


"e ET Prenons comme exemple un circuit 


RENNES 0060 — 8 comportant en série une résistance R et 


TNT une bobine dont æ est le coefficient 
PERRET de self induction (fig. 54 — 14). 
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La d. d. p. appliquée est sinusoïdale, il en est de même de l’intensité 
du courant qui traverse le circuit. 


A un instant { quelconque : 


| V +e | | di 
Lee d’où a a Rare 
Soit OÅ = T le vecteur représentant à cet instant le courant i 


(fig. 54 — 15), il fait un angle œ { avec laxe à partir duquel les temps 
sont comptés. Il n’y a pas nécessité de repré- 
senter cet axe origine, supposons qu’à l'instant 
considéré OA occupe le plan XOY des prémices, 
la position indiquée. Portons un segment 
OB = R.I, sur la direction et dans le sens de 
lp B-l, est le vecteur représentant la chute 
ohmique dans la résistance ; R.i est la projec- 
tion de R.i sur laxe OY non représenté. 


Normalement à Z  menons un segment BC = o Æ I, de façon à ce 
que BC soit en avance sur 1, dans le sens de rotation arbitrairement 


Fig. (54 - 15). 


di 
choisi. œ. £ . I „ représente à cet instant £ TE ` La résuliante OC 


des vecteurs R.Z, et w.£ .1 n’est évidemment autre chose que la 
grandeur V . 
m 
Du triangle rectangle OBC on tire 


V 


m 


2 > 7° 2 2,42), d’où I = = 
Pa É (R2 + 02. £?) ou £,, y ELT 


HN 


On voit de même que le déphasage ¢ est donné par 
o.L£.r. O L 
De mr E 


le courant est en retard de phase sur la d.d. p. 


Pour un circuit comprenant R et C, on a 


EE E I 
VA 1 ž w. CR À 
2. 
R2 + EC ai 
? 
Le déphasage ọ est négatif d’où, Pintensité v 
du courant avance d’un angle ọ sur la différence Fig. (54 - 16). 


de potentiel (fig. 54 — 16). 
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Du point de vue déphasage du courant sur la différence de potentiel, 
les effets de capacité et de self sont opposés. 


$ 55 
a) DÉCHARGE OSCILLANTE D'UN CONDENSATEUR (fig. 99 — 1). 


Une capacité C peut être chargée par une pile de force électramo- 
trice E lorsque la clef K est placée dans 
la position 1. À la fin de la période de 
charge, la différence de potentiel u aux 
bornes de la capacité est égale à E ; 
l'énergie électrique localisée dans le 


diélectrique de la capacité est alors R 
CE? | 
gy: En mettant la clef dans la posi- 
VEDE anité E A do $, 
tion 2, la capacité se décharge à travers Fig. 65-1). 
Rel £ 
| _ . u+e 
A un instant quelconque de la période de décharge : i = -p : 
di 
e est la f.e.in. de self induction e =—£ AF: 
D'autre part, dq = — i.dt = C.du. Le signe moins signifie que le 


courant électrique (quantité d’électricité s’écoulant par seconde) est 
fourni par la capacité qui se décharge (q diminue). 


du 
Doùi= -cC au et par suite en introduisant dans les expressions 
de u et de e la loi d’'Ohm différentiée, 
p di du d?i 
dt — dt £ GE 
d?i di 1 
j rina —— + — I= 0 et en divisant par £ et en posant 
soil £ qg TP di Fr & P P 
R | 
2 à — ni et o, = To obtient l’expression : 
d?i di 


2 PRE 
PTE +207 + @ 1 — 0 
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qui est identique à l’équation générale sans second membre du 
paragraphe 2 et dont la solution est : 


- —a t 
i=e A. 


a _W?} la2 w? 
a o tael ot ] 


Cette expression décroissant avec les temps croissants a été consi- 
dérée comme négligeable dans la recherche de la solution du problème 
du régime harmonique établi. 

Comme à l’instant t = 0 le courant i = 0 on trouve À = — B. 

Deux cas sont à considérer suivant que «œ? est plus grand ou plus 


Fig. (55 - 2). 


petit que &, 


1° «> dans ce cas, l’effet d’amor- 
tissement provenant de la résistance R 
du circuit est prépondérant. Le radical 


, 


a? — « est réel et la variation du 
courant en fonction du temps est repré- 
sentée par le diagramme (55 — 3). La 
décharge du condensateur est apério- 
dique (fig. 55 — 2). 


2° œ? < w°, la résistance R du circuit est petite vis-à-vis du coef- 


ficient de self inducticn £ 


Le radical ye = jy uw — a? 
o (9) 


est imaginaire et la solution s'écrit i = ÀA.e—°’t sin (Vo? — a?, t) 
0 


(fig. 55 — 3). Soit en posant 


© = Vu — i = A.e-’t,sin ol 


et la tension aux bornes du con- 


densateur est 
À 


oc 


oO 
avec tg ® — = (45° < 90°) 
La décharge est oscillante, la 


2x 
période est T = Es et les am- 


e™*t sin (w t + $) 


plitudes Ae— *t décroissent expo- | 


nentiellement en fonction 


du Fig. (55 - 3). 


temps. Les oscillations s’amor- 
tissent d'autant plus rapidement que « est grand. 

On remarque que œ tend vers wọ lorsque la résistance du circuit est 
supposée très petite; w, est la pulsation Thomson du circuit, elle 
correspond aux oscillations qui s’établiraient dans un circuit dépourvu 


de résistance. 
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bD) RÉSONANCE (fig. 55 — 4). 


Lorsqu'une d.d.p. alternative v = V .sin ot est appliquée aux 
bornes d’un circuit comportant en 


série une résistance R, une capacité € 
et une bobine e self £, le courant | ONE | 
circulant dans le circuit lorsque le - PK 


régime permanent est établi, est 
donné par : 


Flternateur 


=" sin (of — op) Fig. (55 - +). 
R°+ x2? 
avec ” 1 
s Pp = — et Ve E EF 
z r w. C 


Puisque les effets de self et de capacités sont opposés au point de 
vue déphasage, on conçoit qu’il soit possible de choisir les valeurs de £ 


1 
et de € de manière à ce que ẹ soit nul ; il suffit que œ . £ = Va 
w. 
9 1 , , si m = 
ou encore o? = ——. L'expression du courant est alors, i = sin ot 


lout comme si le circuit était dépourvu de self et de capacité ; le cou- 
rant est maximum : c’est le phénomène de la «résonance ». Pour 
bien comprendre la résonance, considérons un circuit fermé compre- 
nant un alternateur dont e = E ,. sin ot est la force électromotrice qui 
débite dans le circuit de résistance totale R, de capacié C et de self £. 
La pulsation propre du circuit est w’ = yo — &?, Si le terme « est 
négligeable (ce qui est généralement le cas) v’ œ w. 


| i n aa Mel a a a ; 3 è , ; 
Le radical y a — os — Jyo, — + J.o% est imaginaire, ce gui per- 
met d'écrire dans la solution générale de i (paragraphe 2, chap. VIT) 


i= M.e ”'".sin (w t£ — v) + D.sin (oi — p) 


Varions la pulsation œw de la force électromotrice de l’alternateur 
tout en conservant son amplitude E, constante. 


La valeur de y dépend uniquement, d’après les conditions initiales 
du problème, de l'instant où l’on ferme la clef K. Afin de simplifier les 
calculs, choisissons cet instant de façon que y = ọ. A cet instant pris 
comme Origine des temps t = 0 on a i = 0, de sorte que M .sin y + 
D .sin ç = 0 soit M = — D. 
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L’expression du courant s'écrit pour la pulsation œ correspondant à 
la résonance 


© = — — &, i = D(1 — e-2t).sin (œ { — œ). 
V£.C i ° 


Si la résonance est établie 


E 
= 0 et D= ni R (1 — ef!) sin œt. 


L'établissement du régime est indiqué par la figure (55 — 5). La force 
électromotrice croît pendant la moitié de la première alternance, le 
courant débité par l’alternateur 

est utilisé à la charge de la capa- 

PS cité C qui est chargée au maxi- 
mum lorsque e = E,. La force 
électromotrice décroît ensuite. 
L'énergie localisée dans la capa- 
cité décroît, la capacité se dé- 
charge et à la fin de l’alternance, 
l’énergie de la capacité se re- 
trouve sous forme d’énergie 
Fig. (55 - 5). magnétique emmagasinée dans le 

milieu environnant la bobine 

de self. La force électromotrice change de sens; le courant 
de charge de la capacité a précisément le même sens que celui 
provenant de l’évanouissement du champ magnétique de £ ; ils 
s’ajouteront de telle sorte que la capacité se trouvera chargée plus 
fortement que lors de la première alternance, mais cette charge est 
de signe contraire. Les phénomènes envisagés vont en s’accentuant, 
de sorte que lamplitude de i augmente de plus en plus au cours des 
alternances suivantes jusqu’à ce que l’énergie débitée par l’alterna- 
teur compense exactement la perte par effet Joule dans le circuit de 
résistance R. Les échanges d’énergie électrique (potentielle) en énergie 
magnétique (cinétique) se font sans pertes. Le courant à la résonance 
peut done être très élevé. Il en est de même pour les différences de 
potentiel aux bornes des différentes parties du circuit. Lorsque le 


régime oscillatoire résonnant est établi, l'amplitude de la différence de 
w. 
potentiel aux bornes de la bobine de self est w.£.1 Re E 5S- E, 


L 


en appelant s le facteur de surtension. Ce facteur peut prendre une très 
grande valeur, car généralement la résistance d’un circuit est choisie 
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très petite. L’alternateur doit donc être isolé pour une tension s. E, 
sous risque de claquage (E = R.1I,). 

Pour rechercher comment varie l’amplitude de l'intensité I, du 
courant en fonction de la pulsation de l’alternateur, il suffit d’intro- 
duire les différentes valeurs de œ dans l’expression : 


E 


ni 


aa e 
| re + (o £ — ) 
w., G 
On obtient une courbe de résonance qui présente un maximum 
important pour & = oy 


m 


I En fig. 55 — 6 


f 
| 


wo uw 


Fig. (55 - 6). Fig. (55-7). 


La même courbe pourrait être obtenue en utilisant la représentation 
graphique (fig. 55 — 7). 
L’équation à résoudre est : 


d: 


v= R.i + L—— + 


dt ( 1. dt 


C: 
Soit OM la position instantanée du vecteur I. Portons un vecteur 


OÅ zR I sur OM et AB — w L Í normalement à OM et ensuite, en sens 


—> 


ce 1 T 
opposé, BC = C Le segment OC représente la position instantanée 


du vecteur résultant V. L’angle AOC donne le déphasage ¢. Comme 
nous maintenons lamplitude E , constante en variant la pulsation de 
Palternateur, Æ est constant, de sorte que pour trouver les différentes 


valeurs de T il suffit de tracer une circonférence ayant OC comme dia- 
O À 
mètre ; une corde quelconque OA donne la valeur R.Z, d’où I = -RT 
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\ 


et la corde supplémentaire AC = | w £ — où I donne la pulsation 


correspondante connaissant I. De même la méthode symbolique per- 

met de déterminer 1 en fonction de la pulsation. On écrit [V] = Z [I]; 
V 1 

or V? = (R? + x2). E, d'où IT = —— avec x = 0. £ — 

y R? + x2 D, C 


$ 56. - EXTENSION DE LA LOI D'OHM 


Considérons un circuit récepteur aux bornes À et B duquel une 
d. d. p. sinusoïdale v = V sin ot est appliquée ; ce circuit comporte 
en série une résistance R, une 
capacité C, une bobine de i , 

; Af 18 .8 
self £ et un appareil présen- eo FF 
tant à ses bornes À’ et B’ une c 
d.d. p. v’ quand il est traversé Fig. (56 -1). 
par le courant (fig. 56 — 1). 

La loi Ohm permet d’écrire : 


| UFES U= 
poe a 
R 


ou encore 
D=kR.i-e+u + v’ 


e est la f.e. m. de self-induction due à la présence de la bobine Æ et 
u la d.d. p. aux bornes du condensateur. 


L'énergie fournie au circuit pendant une période est : 


Mo.i.dt=(" Ri.dt —("e.i.dt + (fu.i.dt + | w.i. dt 


0 x 0 0 


Le premier membre exprime l’énergie fournie au circuit par le géné- 
rateur et le second indique comment cette énergie est utilisée. Le 


remier terme R .i?.dt est l’énergie dissipée en chaleur dans la 
P 


O 


; “ T ; E à . , 

résistance, tandis que les deux termes| e.i.dtet\| u.i.dt qui repré- 
0 J 0 

sentent l’énergie fournie à la bobine £ et à la capacité C, sont nuls. 


Il reste le dernier terme + (v’.1.dt dont le signe positif montre que 
de l’énergie est fournie à l’appareil. 


Cet appareil peut lui-même posséder une 
A a E 8 résistance R’ et une f. e.m. de valeur ins- 
ee tantanée e (fig. 56— 2). La loi d’Ohm 


Fig. (56 - 2). appliquée entre les bornes A’ et B’ donne 
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U’ +. e’ 
I= = et l’énergie absorbée par période par lappareil est : 
+ò vidt =f R.P.dt— (ei. dt 


J R’. .di donne l'effet Joule à l’intérieur de l'appareil ; 


arji 


S | e’ .i.dt est la quantité d'énergie électrique transformable en une 


e 0 
autre forme d’énergie. Ce dernier terme se met sous la forme : 


sT 

-| e’'.i. dt = — E’.I cos ọ 

e 0 

E’ et I étant les valeurs efficaces de e’ et de i et ọ leur déphasage. 
Pour que l’appareil soil un récepteur ou un moteur, il faut que 

lénergie qui lui est fournie soit positive, c’est-à-dire — E’ .I . cos ọ > 0 


— > 
ou encore cos ® < 0. Les vecteurs 1 et E doivent être décalés d’un 


T 3 T 
angle compris entre à et 5 > la f.e. m. e’ s’oppose donc au passage 
du courant et on l’appelle alors « force contre 
électro-motrice » (fig. 56 — 3). i 


Au contraire, si langle ọ est aigu 


T JT 
Hope), ona E.I coso < 0 
2 2 
Q E 


et l'appareil est un générateur ou alternateur 
dont la f.e.m. facilite le passage du cou- Fig. (56 - 3). 
rant. 


APPAREILS MIS EN SÉRIE (fig. 56 — 4). 


Considérons une série d’ap- 
pareils présentant des d. d. p. 
instantanées DU Dep Von - z : : : 
soumise à une d. d. p. sinusoi- 
dale v = V, sin ot appliquée Fig. (56 - 4). 
aux bornes AE de l’ensemble. 

À chaque instant on a v = V g F Vro s Vopn + V p mais la valeur 
efficace mest généralement pas égale à la somme algébrique des 
valeurs efficaces des d. d. p. composantes. La sommation des valeurs 


. r e pus > 
efficaces se fait vectoriellement et l’on doit écrire V = Fe + V o 
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APPAREILS EN DÉRIVATION. 


Considérons le circuit (55 — 5). 

Soit i, i, i, les valeurs instantanées des 
courants dans les différentes branches 
lorsqu'un courant sinusoïdal i = 1,.sin oft 
circule dans le circuit total. On a à chaque 
instant i = i + i, + í, 

Fig. (56 - 5). La relation des valeurs efficaces est en- 
core vectorielle 


J= 1, JT, EL soit T = 3I ou encore [7] = 2 FRE 


$ 57. - CIRCUITS EQUIVALENTS 


Dans certains cas, il y a avantage à remplacer des portions de cir- 
cuits comprises entre deux ou plusieurs points par des circuits équi- 
valents types étudiés une fois pour toutes. Ces circuits équivalents 
doivent nécessairement être de même résistance apparente et le dépha- 
sage du courant sur la d.d. p. appliquée identique à celui observé dans 
le circuit à remplacer. 


DIPÔLES. 


Entre deux points À et B existe une impédance Z. Les deux bornes 
d'arrivée et de départ du courant sont À et B. 

AB est un dipôle dont l’impédance est Z. 

Si AB comporte plusieurs impédances Z, en série, le dipôle équiva- 
lent comprend une seule impédance équivalente Z, donnée par 
Z = EZ. 

Si entre A et B plusieurs impédances sont en dérivation, on aura 
l’impédance du dipôle équivalent en posant 


1 1 
D 


(Y étant l’admittance). 

Il se peut que les transformations que l’on fera subir soient telles 
que les relations obtenues soient sans signification physique ; cela 
n’empêche pas de continuer les calculs avec les quantités complexes 
et lorsque les formules finales sont obtenues, le passage des valeurs 
symboliques aux grandeurs réelles donne le résultat cherché. 
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Ainsi, soient une résistance R en série avec une self £. On peut 
remplacer ce dipôle par un dipôle équivalent où une résistance R, et 
une self ©, sont en dérivation à la condition que Z, = Z. 

R + j.0.4 Z =Z=R+j der 
LD sO E A — s he 
j 3 MS ST 
Cette dernière relation en fournit deux d’autres par séparation des 
termes réels et imaginaires : 

RR — ELL = 0 et R L, t Ro £ = Rola 


de sorte que 


E o R? + w?.£? 
R= + Re 2 7 
Rat o. La , R 
ou encore ..(b7 — 1) 
dai R, R2 + o2., £ 
A E - L à = 


9 9 
> 2 za 2 
Ra a w e A & wW . L 


Il sensuit que le remplacement d’une résislance en série avec une 
self par une résistance en dérivation avec une self, n'admet qu’une 
solution. Plus R est petit, plus la résistance R, doit être prise impor- 
tante. £ varie également suivant R, cependant pour les cas pratiques, 
on peut admettre que £, est sensiblement égal à £. 

Considérons un dipôle où R et £ sont en série. Si 
en maintenant la différence de potentiel V constante 
aux bornes, on modifie R ou £ le lieu de l'extrémité 
du vecteur RI (en phase avec I) décrit une demi- 
circonférence ayant comme diamètre V ; [V] = [Z] Z 


(figs. 57 — 1). 
Dans le cas du dipôle ayant R et£en dérivation, Fig. (57-1). 
on peut écrire symboliquement 
Di A R+ja£ [V] j] 
Atha = —————— = ——— — ZT Y 
PES =n A l EER. R o. L [V] 


en posant admittance 
1 1 ] 
Y = — = — — E A 
Z R oL 
En maintenant la différence de potentiel V constante, faisons varier 
uniquement R (£ = constante). Ayant choisi une échelle des diffé- 
rences de potentiels, prenons V dans la direction horizontale comme 
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origine des phases (fig. 57 — 2). Portons OM = V/w £ qui représente 
sr 

le vecteur — Jir) déphasé de 90° en arrière de V. Dans ces condi- 
w . 


tions la semi-droite (R > 0) MM’ paral- 
lèle à V est le lieu de extrémité du vec- 
teur [I]. 

Si au contraire on maintient R cons- 
tant et l’on modifie æ en portant 
| V 
ON = FF la semi-droite NN’ perpendicu- 
laire à V est alors le lieu de l’extrémité 
du vecteur [Z]. 

Pour des valeurs de R et de £ données, 
on obtient un triangle OMA dans lequel 
OA représente l'intensité de courant 
PT  — 
<i 1 
I= V.yavec y= POE 
(y est Padmittance réelle du circuit). 


Fig. (57 - 2). 


On voit que admittance réelle y suit les mêmes lois que le courant ! 
et l’on peut la représenter par le même vecteur que [1]. L’impédance 


1 
réelle z = — est dans ces conditions (R = constante) représentée par 


la corde OB que la droite OA découpe sur la circonférence de dia- 
mètre ON que l’on prend comme unité pour l’écheile des z. En effet, 
dans le triangle rectangle ONA on a 
1 
ON? = 1 = OB.OA = OB.y D 
Si nous avons à envisager le remplacement d’une résistance R en 
série avec une self £ par une résistance R, en dérivation aux bornes 
d’une capacité, 
J 


- R 
| wo .C a PE 
nr T d'où R.R, + z =? 
ie C, 
t R R Ea 
e oO, L M d.C. v.C, 


Les quantités R, Rp £ et C étant positives, on voit de suite l’impos- 
sibilité d’une réalisation physique (première égalité). Néanmoins il 
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est possible de traiter le problème mathématiquement. La transfor- 
mation d’un circuit où £ et C sont en série en un circuit où £ et C, 
sont en dérivation, donne une infinité de solutions à cause du terme R, 
résistance qui n'apparaît pas dans les données du problème. 


TRIPÔLES ou systèmes ayant trois bornes d’arrivée de courant 
(fig. 57 — 3). 


Fig. (57 - 3). 


a) Soient trois impédances Z, Z, Z, montées en triangle. Rempla- 
çons-les par trois impédances Z, Z, Z, montées en étoile. Les condi- 
tions auxquelles doit satisfaire le circuit équivalent sont : 

1° La résistance apparente entre deux pôles doit être identique ; 

2° Les déphasages entre les tensions et les courants doivent être 


les mêmes. 
Les trois équations à résoudre sont donc : 


y ag -tZ 
p T fe T Z, + Z, t Z; 

E EEA 
Z+Z = 


eZ +Z+zZ 
DZ +Z +Z, 
qui donnent : 


Z, .Z Z.Z, +2,72 +2 ..2Z N 
AE he =. D Le a TT Ge 6 6 
a Zi +Z, +Z, : Z Z 
Z DUR a Z n 
t Z +Z,+2Z, E, . (57 — 2) 
y — _ ŽO% zN 
ce Z +Z, +Z, EA 
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b) Remplacement de deux bobines ayant un point commun et cou- 
plées inductivement, par un tripôle étoilé. Les schémas respectifs sont 
indiqués par la figure (57 — 4). La différence de potentiel V,, aux 
bornes de la bobine BA est donnée par la loi Ohm. 


Fig. (57-4). 


[Vaa] — M] ED 
A E 7 E 


2 


dans laquelle 
M = j.o. soit [V,,] = M [L] + Z, H] — (Z, + M) [I] 


et encore 


[V Sa a S 
D’autre part, dans le tripôle équivalent 


Ver aue e 


CA ] 


et 
she A a e EN) 


Vil y a équivalence 


LPa et [V 


AT 
de sorte que les divers coefficients des divers courants doivent être 
identiques : 


M =- Z, +Z =Z +2 
Z =Z + Z, M = -— Z 
Z, + M = 2, Z +M-= Z, 
Ces équations sont cependant identiques deux à deux de sorte que : 
Z, = — M 
Z, = Z, + M .... (57 — 3) 


Z =Z +M 


C 
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QUADRIPÔLES. 


Ci-après, quelques quadripôles représentés schématiquement aux 
figures (57 — 5) et (57 — 6), qui sont le schéma d’un transformateur. 


A A 
l, R A’ SA 
B B” B B' 


Fig. (57 - 5). Fig. (57 - 6). 


Le tripôle peut aussi être considéré comme quadripôle, ainsi qu’on 
le voit par la figure (57 — 7). Un pont de Wheastone est l'équivalent 
d’un quadripôle. 

Le transformateur, ou tout système de deux circuits couplés, peut 


¥ <€ 


Fig. (57 - 8). 


être remplacé par un tripôle équivalent. Cette équivalence n’est rigou- 
reuse que si les enroulements ne comportent pas des noyaux de fer 
car alors, la connaissance de la courbe du magnétisme est nécessaire 
et Pon sait que le coefficient d’induction mutuelle et les coefficients 
de self induction dépendent de %. 


CHAPITRE VIII 


CALCUL SYMBOLIQUE D'HEAVISIDE 


$ 58 
A) SOMMAIRE. 


Seules, les équations différentielles dont la solution est développable 
en une somme de puissances positives de la variable indépendante t, 
sont étudiées. Dans ce type d’équations rentrent celles rencontrées 
dans l’étude des circuits électriques passifs à constantes localisées: 

Soit à résoudre l'équation différentielle d’ordre n avec second 
membre fonction de la variable indépendante ® (t) : 


d'y d'y SG 
a dtr 1e es dtr-1 eo n (£) 

Le théorème de Cauchy sur l’existence des solution développables 
en séries montre qu’il est possible de trouver la solution y sous la 


forme : 
CO 
EP CS p 


En dérivant n fois cette série et en remplaçant dans l’équation pro- 
posée, on identifie les différents coefficients de t dans les deux membres. 
Les calculs sont longs, mais la méthode est générale. 

Il nous est toujours loisible de changer de variable. 

Posons que la solution y est donnée par une intégrale curviligne, le 
long d’un contour fermé, d’une certaine fonction de t et de p qui est 


lui-même une variable complexe de la forme a + jb où j = Vÿ— 1, 
l’intégrale étant effectuée par rapport à p. 

Il faut choisir cette fonction. Il existe un moyen très simple qui per-. 
met d’en construire une infinité, parmi celles-ci on en trouve de forme 
bien connue faciles à manier et déjà rencontrées. 

À cet effet, utilisons les propriétés des intégrales curvilignes et étu- 
dions des produits de séries particulières. Suivant le choix des séries 
particulières, choix tout à fait arbitraire, on trouve la transformée de 
Laplace, le théorème de Cauchy sur les fonctions analytiques ainsi que 
de nouvelles transformations. 

Par le truchement de ce changement de variables, l’équation différen- 
tielle proposée est ramenée à l’intégration curviligne d’une fonction 
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complexe. Cette intégration est grandement facilitée par le calcul des 
résidus. 

De plus, en examinant les opérations effectuées sous le signe intégral, 
le calcul opérationnel d’Heaviside montre son identité avec le calcul 


par transformée. 
Des exemples d’application de la méthode d’'Heaviside sont donnés 


ensuite: 


b) RAPPEL DE LA PROPRIÉTÉ FONDAMENTALE DE L’INTÉGRALE CURVILIGNE. 


Soit p = a + jb une variable complexe, elle se met également sous la 
forme p = Pp.eit, 

Si r est un facteur entier, l'intégrale curviligne de p” dp le long d’un 
contour circulaire entourant l’origine s'écrit : 


` 0o + 27 
$ pradp=jott| ee+06 do 
~ 5 0o 
de sorte que 
+. 2nj pour r = — I 58 D 
Pe Fe 0 pour r £ — 1 E 
Par conséquent 
$ p` dp est toujours nulle sauf pour r = — 1 et dans ce cas sa valeur 
est 2x j. 


c) PROPRIÉTÉS DES PRODUITS DE SÉRIES PARTICULIÈRES. 


Démontrons qu’une fonction quelconque R(t) développable suivant 
les puissances entières de t peut toujours se mettre sous la forme d’une 
intégrale curviligne d’un produit de séries multiplié par 1/p 0). 


Considérons deux séries quelconques l’une u développable suivant 
les puissances positives et négatives du produit pt et l’autre v suivant 
les puissances positives et négatives de 1/p. Par ce choix, dans le pro- 
duit u . v, ces termes de même indice sont indépendants de p et ce son! 
précisément les termes qui subsistent seuls après intégration. 

Ainsi soit 


+ i 1 \ k 
E= Eon U, (p! et v= © V, (=) 


1 
(1) La présence de — devant le produit uv n’est pas nécessaire ; s’il existe, on 


p 
trouve plus de symétrie dans les indices des différents termes développés en série. 
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le produit 
+ + 
HD = S S UVT prm” 


a k=—0 l=— 

+ 00 
z= l p—k 
=a U, V, a 2i Æl 2 U, V, t PT 


et l'intégrale curviligne 


z X fr ob s U 1 À pU—k—1) 9 
7 uvdp = EU, V, a VE Op dp ....(58— 2) 

D’après les propriétés rappelées en (58 — 1), le deuxième terme du 
second membre est toujours nul, de sorte que 


d D EP -3j Y UVY 
e Re p En U, V,t ra E de 2 00 k k 
et comme h (D = 2 IT, 1F 


pour que la fonction h (t) soit équivalente à une intégrale curviligne, 
il suffit que 


H, = U, V, ....(58 — 3) 
car alors : 
1 
Door SU Rp UV ES Q uvdp 


1 
2x] 


- 1 
et h(i) = F u v dp ... (58 — 4) 

La formule (58 — 4) démontre le théorème. 

Il est utile d’attirer l’attention sur le fait que dans le développement 
de h (t), la présence du coefficient H, nécessite la présence simultanée 
du coefficient U, de la série u et du coefficient V, de la série v. 

Remarquons ensuite que dans le développement des séries, il n’y 
a que les coefficients qui nous intéressent, la seule condition de liaison 
est la relation (58 — 8). 

Au lieu de considérer des séries, on pourrait uniquement envisager 
des tableaux de coefficients des termes de ces séries U, et V,. Cette 
façon d’envisager les choses montre que la condition de convergence 
des séries est dénuée d’intérêt. On obtiendrait ainsi le tableau des 
coefficients : 
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U U U, 


1 2 


U,V U,V, | U,V, 


1 


U, V, U,V, | UV, 


2 


3 U, V; U, V; Us V; 
dont seule la diagonale correspond aux coefficients de À (#). 

Comme dans la formule (58 — 2), seuls les termes pour lesquels 
k = l subsistent après intégration, on aurait pu considérer des 
séries u et v respectivement en tłt/p et p, etc., c’est-à-dire que l’on 
aurait eu les relations : 


1 1 ~ t 
Sa u (pt) v (>) dp = 1a u (>) v (p) dp 

1 1 1 t 
Da a aa 

Ce ne sont d’ailleurs pas les seules relations déductibles car si, par 
exemple, a est une constante 


2x j hW 


Il 


„. 1 1 
2x j h(t) = $ l u (apt) v (z) dp... 


d) DANS CE QUI SUIT NE SERONT PRISES EN CONSIDÉRATION QUE LES 
FONCTIONS h (Ë) DÉVELOPPABLES EN SÉRIES DE PUISSANCES ENTIÈRES 
POSITIVES DE t. 


Si Pon a une fonction continue h (t) donnée, on peut la développer 
en série en utilisant le théorème de Mac Laurin, il vient : 


1 dif i 
kT (F), 


1 
(x) pour k = 0 est posé égal à l’unité. 


h (1): = 


c M8 


k! 
Le produit de séries u.v équivalent à h(t) doit satisfaire à la 
relation (58 — 3), c’est-à-dire 


ae ....(58—5) 


1 ;d*h 
k! | dt! 


) z U, V 
t= 0 


Il est clair qu'à une série u (pt) donnée, correspond pour une fonc- 
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tion h(t) déterminée, une certaine fonction v (1/p) trouvée par appli- 
cation de la formule (58 — 5). 


On dit que v est l’image de h ou la transformée de h et on peut écrire 


1 
U Z) h(t) 
p : 


Il y aura autant ďdimages de h que l’on peut choisir de séries u. 
Le but des produits de série envisagé ici n’est autre que celui de 
donner un procédé qui permette de trouver autant d'images de formes 
différentes qu’on le désire. Il est évident que certaines formes offrent 
des avantages pour le calcul. Si l’on veut, qu'après avoir fait choix 
définitif d’une série u, cette série soit utilisable quel que soit h (®), 
nécessairement les coefficients U, de tous les ordres doivent exister. 
La série v correspondant à h (t) sélectionne les termes. 
Par conséquent, si la série u (pt) est donnée, soit : 
— k 
u = à, U, PÐ 


la formule (58 — 5) permet de trouver la série v (1/p) correspondant 
à A(D ; on a : 


EA (Gr) ... (58 — 6) 
k DE RE u T 

et par définition : 

D a o i ....(68— 7) 
G U, Ki (r nr 
et évidemment : 
2x j h(t) e nd v (>) dp ....(58 — 8) 
ep p 


La série v est l’« image » de h ou est «la transformée de Rh». 


U == He 


Considérons quelques séries particulières u, appliquons la formule 
(58 — 5), nous trouverons v correspondant à un À donné. On obtient 
ainsi le tableau suivant où se trouvent dans la première colonne u, 
dans la seconde v et dans la troisième l'intégrale curviligne corres- 
pondant à h (8). 


CALCUL SYMBOLIQUE D’HEAVISIDE 279 


i D | 2x jh (t) 
+ oo 1 1 +œ 1l — 1 \ F 1 | 1 1 
k — | En e a  - | = nee —_——— h 
ep — pt j (5) o k ! \ dtk L : | l 5 G 1 — pt 
+ T 1 +o 1 a í 6: 
(= Dur 7 (au |, PRG Jp 
p P 
1\É 1 dk - 1 
> (5) — i v (pt) =È ET (ar) (pb)E = h (pt) o h (pt) dp 
P 
1 t 1 ‚dh t\k t 1 
p aa E E E EN E — ne Se 2o 
A a i erla) (5) n() CU 
(pt) 1 ) 1 | T 00 1 1 ) 
pn t n EO Dee a — — pt S t DA 
k! = A (ar X ri AEEA a a 2 i 
ay H=5 d"h Hk Ana h( d a (pt) d 
7 $ v (pt) = M) PD =) e p h(t) di $ er v (pt) dp 
A e es f 


La seconde série donne le théorème de Cauchy appliqué aux fonc- 
tions analytiques, et la cinquième fournit la transformée de Laplace 
à la différence près qu’une intégrale curviligne remplace une intégrale 
de — æ à +œ. Remarquons que 


1 1 1 1 h (p) 
2x j o h (P) dp = ss 0 por dP 
p 
et que le contour d'intégration de cette intégrale entourant unique- 
ment l’origine, cette intégrale est nulle ; il faut la prendre autour d’un 
contour entourant le pôle (t) et sa valeur est h (t). D’autre part, si on 
laisse 1/(1 — t/p) sous la forme È (t/p)", le contour peut être pris 
autour de l’origine et elle redonne évidemment kh (#). 

Nous choisirons une fois pour toutes la série u = e”! qui convient à 
tous les cas puisqu'elle contient toutes les puissances de t et pour 
retrouver des images faciles à calculer eu égard aux propriétés parti- 
culières de la fonction exponentielle. 
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Alors la fonction image v (5) correspondant à une fonction À (1) 
s’écrit : | 
1 co 1 ert 1 
U (3) = D | e= hc dt et h(t) = Das $ FA V (=) dp 
et le changement de variable de t en (pt) et (> | se trouve montré. 


e) Avec u = et la relation (58 — 5) 


1 dh 1 drh i 
k| (T) = U, V, donne T! (Te) = — V, 
d’où 
ce +œ ;dh Iak = 
Car). Th TOP Cr) _ (5) =p LC dt 


car cette intégrale intégrée successivement par partie donne : 


| 1 TE o0 1 (e i dh n TÖ : É 7 dh z 
se à Be gr = e— rt —— 


O + 0 dt e 0 
ia 1 1 1 i 
E Pinot Sea l— 0 | p° (F t= 0 T 
1 /d¥ 1 (7 , TR 
en, Pl. = 
a Ea j p” (a l P ” i dikti 


Š sik a 
p -9 - 
Ainsi se trouvent expliquées les diverses formules inscrites à la 


ligne V du tableau précédent. 
Puisque 


; 1 1 P 1 1 PR 
RO = 579 uv PE; cv dp 
la dérivée 


dh (t) 1 1 
AU ER PR RES L DE 
dt =" upep 
et la dérivée kme 
d! h (t) 1 1 
——— =, D— er k es — 9 
Jj aN ert v př dp (58 — 9) 
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De même l’intégrale 
l 


á 1 U f 1 V e” 1 
| noa= 6 f er at d= a$ (Ş-7) dp 


“o 


1 V e?t 53 1 V j 
e EC “aip T 


1 
Cette dernière intégrale est évidemment toujours nulle car v (=) 
développé en puissances positives ee devant être divisé par p? donne 


des exposants de p toujours différents de — 1. 
Il reste uniquement : 


ne dt e ent p=1 à 
able T3 À LES dE: 

Une constatation extrêmement importante s’impose : 

Pour dériver h (t) par rapport à t, il suffit sous le signe $ de multi- 
plier par p et pour intégrer, de diviser par p. 

Une intégrale importante due à Borel facilite certaines applications. 


v 


, B 1 p ent ja 
Si pes (= Pp 
1 - e” LA 
. _ 2 | p—p8 
ona: h(t— 08) = Jx)? : p (=>) e »Ÿ dp 


et si, d'autre part : f (8) a comme image 


(+)? “e—vð fO do 
P o 


il vient : 


o0 1 ep! 1 O0 
= re —p® 6 d 6 d 
MOI OL o) Ne f (8) l P 


0 


L 4 


O0 
Or, si A(f— 0) = 0 pour { — 9 < 0, c’est-à-dire pour 0 > t, | se 


réduit à ( de sorte que 


v 


£ 1 er 1° 
(na — 0) f(6) de onde V (z) P 
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par suite 
: à ET 6) f(8) do 
= — — a pour 1ma£2e ? = 
p” T ve à e 5): 
$ 59. — RESOLUTION DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE 


LINEAIRE D'ORDRE n A COEFFICIENTS CONSTANTS 
AVEC SECOND MEMBRE 


a) Soit à résoudre l’équation suivante : 


sa ot 
o Jr = (t) ....(D9 — 1) 


En vertu du théorème de Cauchy, la solution est une série qui, 


compte tenu du paragraphe 58 c, peut s’écrire sous forme d’une inté- 
grale curviligne : 


1 
= 0. p 
Puisque le choix de la série u = e” a été fait, une fois pour toutes, 


; ; ; 1 
il reste à trouver l’image v (=) qui satisfait équation (59 — 1) pro- 
posée. P 


Modifions donc (59 — 1) en mettant les deux membres sous forme 
d’intégrales curvilignes. 


Les relations (58 — 9) permettent de donner au premier membre la 
forme : 


1 >. 1 1 \ 2 
—— _ertp(| È pka . dp 
3 x j D D e” p | D ) : P k Î 
D'autre part, le second membre s’écrit : 


® (4) = 


1 p- ert v (®) dp 
2xj+ p 


eu égard à la fonction image 


aee) 
Ov =p | e=” dt 
de sorte que, Péquation différentielle proposée est : 


-1 LAng a. 
— ert y |(—]| È a,.p" dp = ġ— e” v(®)dp 
$— e öp] o = Î 
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ou encore 


ge | o (5 È ap P" = 2 © dp = 0 ....59— 2) 
P pE 
L'intégrale curviligne doit être nulle. 

Elle est nulle lorsque l'expression complète qui se trouve sous le 
signe $ est une fonction holomorphe absolument quelconque: 

Soit M cette fonction arbitraire dont existence est absolument indé- 
pendante de t, alors la condition d'annulation exprimée par (59 — 2) 
s'écrit : 


.. (59 — 3) 


1 pM v (S) 
á | ) = n k + n k 
26 d P Žo de P 


1 ORE TE: E . 
La fonction image v z de y est ainsi déterminée et la solution est, 
dans le cas général : 


1 1 : v (®) 
y = IT syfy e a w dp + grj Sy aage 69-A 
Toutefois, lorsque équation différentielle a un second membre © (t), 
celui-ci n'a d'existence propre que pour les valeurs de t comprises 
entre 0 et œ, ce qui correspond au sens physique de léquation, et ce 
qui entraîne l’annulation de y pour toutes les valeurs de £ plus petites 
que zéro ; il en est de même des dérivés de y par rapport à t. Ce fait 
fixe les conditions aux limites pour t = 0 et correspond à la réalité 
physique rencontrée dans l’étude des phénomène électriques. 
Comme l'équation différentielle n’est pas prise en considération, 
pour —æ<{<0, (t) n'existe pas et il en est de même pour son 
image v (®) de sorte que la solution y de l’équation différentielle, qui 
esi une fonction continue de £, ir clairement la condition : 


LS ne = 
x zap 


y = ge 


La solution de l'équation avec second membre : 


n d'y 
> a, Tr — (t) pour 0<t<% 
vaut donc } $ e d (59 — 5) 
y = a EEESENT ; >» e. — .) 
2rj py? a, p" j 


Cette solution revient à calculer v (1/p) par l’annulation du terme 


284 ÉLECTRICITÉ THÉORIQUE 


entre crochets de l’équation (59 — 2) dont l'intégrale est, de ce fait, 
toujours nulle ; elle contient les constantes d'intégration déterminées 
par les conditions initiales pour t = Q. 

Le contour d'intégration embrasse tous les pôles de la fonction 
inscrite sous le signe d’intégrale curviligne. 

Pour être complet, si équation différentielle proposée ne possède 
pas de second membre et si l’on s'impose que la solution n'est pas 
constamment nulle, c’est-à-dire si l’on se propose de solutionner 
léquation différentielle : 

dy 
2 a, m 0 
seul le terme contenant la fonction holomorphe arbitraire subsiste. 
La solution serait dans ce cas : 
1 - er M 


z A Sa a pe dp ....(59 — 6) 


y ue 
et elle est obtenue en intégrant le long d’un contour contenant unique- 


ment les pôles de 
1 


On g pë 
Zo aP 
La valeur de M prend ainsi n valeurs indéterminées qui sont les 
constantes d'intégration, celles-ci se déterminent par les conditions 
particulières du problème. 


b) Pour trouver la solution, nous avons à calculer des intégrales de 
la forme : $ f (p) dp le long d’un cercle de centre a, tracé, dans le 
domaine du point a. Généralement f(p) se présente sous la forme 
P (p)/Q (p), P et Q étant des fonctions régulières avec P (a) non nul 
pour p = a, tandis que Q (a) est égal à zéro. 

Lorsque Q (a) est un zéro simple, c’est-à-dire si 1/Q (a) est un pôle 
simple, le résidu se réduit au quotient de P (a)/Q’(a) et lintégrale 
curviligne a comme valeur 

. P (a) 
ang Q’ (a) 


c) Lorsque le point a est un pôle d'ordre m, il est possible de le 
trouver très facilement en appliquant le théorème de Cauchy relatif 
aux fonctions analytiques. On sait que, d’après celui-ci 


= 1 + f 
Ne nes 
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1 f (p) 
2rj J(p—a)? 


et que f’ (a) 


de façon générale 


f p) 
f" (a) = 55 - (p — a)r+t 


de sorte que l’on conclut que : 


m T s f (p) 
aQ am Dons 


est la dérivée (m — 1)ie“e de f (p) par rapport à p pour p = a. 
Or l'intégrale curviligne a précisément la forme que prend la frac- 
tion P (p)/Q (p) relative à un pôle d’ordre m. 


d) EXEMPLE NUMÉRIQUE. 


1. Soit à résoudre l’équation 


dy 


2 — 3t 
a TADS 5E e 


S(t) = 5P e—t et sa fonction image 


T 10p 
v(®) =5p e—@+3)1 42 dt = 


> 0 (p de 3)5 
D'autre part, le premier membre : 
2, a, p” = P ca 2 
De sorte que la solution est 
10 ert 


dp = 


y = 


1 ert 10 p 1 
ar (p +3) p+2 
L'intégration doit être faite autour des pôles (— 2) et (— 3) pour 


avoir la solution générale. 
Pour le pôle simple (— 2) on a immédiatement le résidu 


Sxj | (p + 2) (p + 8) Pp 


(a soil p= 
Q° ne? 

et pour le pôle (— 3) multiple d'ordre m = 3, le résidu se calcule en 
faisant la dérivée seconde f (p) par rapport à p 


ert i KA ert i yi 1) 
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ainsi que 
pt 
(p + 2) 
Cae a a a a pi 2e TL) 


f” p) = 


de sorte que 
2? (— 3) e—?t 
C e TEE + 22) 
en ayant omis de diviser par 2x j. 


La solution est en définitive : 
1 
y = 10 [e—?t — 5 e—3t (t? +2t+2)] 


2. Pour être complet, si l'équation proposée n’avait pas de second 
membre, la solution introduil la fonction holomorphe qui tient lieu 
de constantes d’intégration. 


Ainsi reprenant le même exemple, 
dy 


— + 2y = 
a Jo 


a comme solution 
1 , M 3 
Se Co n 
J= 5x; - pr A p 


les pôles étant réduits à (— 2), l'intégration donne 


Vi REA 


(=?) 
soit U = M e—°t 


où M est la constante d’intégration habituelle qui est à déterminer par 
les conditions particulières du problème. 


$ 60. — RELATION ENTRE LE CALCUL SYMBOLIQUE 
D'HEAVISIDE ET LE CALCUL PAR TRANSFORMEE 


Comme le second membre ® (t) de l’équation différentielle proposée 
n'existe que pour toutes les valeurs de { > 0, la solution de l’équation : 


n … dy 


o a dE = ® (t) 
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1 e”! 5 1 P 
S =j) r Oraa t 


Pintégration devant être faite autour de tous les pòles de la fonc- 
ton inscrite sous le signe intégral, soit donc autour du pôle 0, autour 
des pôles de v (®) et auteur de ceux de 
1 
st a, p” A p" 
Les relations (58 — 9) démontrent que pour une fonction quelconque 
de t, h (t) par exemple 
de (t) 1 ert 1 
CLEE RER 
dt 2xj) p D 
Si k est positif, le facteur algébrique multiplicateur p° rencontré 
sous le signe intégral signifie, après intégration, la ki" dérivée de 
la fonction 


ne 1 er à -Ja 
en r 


Si k est négatif le facteur p"! signifie la kie intégrale définie 
de h(Ð entre les limiles Q et t. 
On en conclut que 


y = 7 == v&d TOER 
2nj P on a, p” 
signifie la série d’opérations 
1 


appliquées successivement à la fonction 


1 - eri 
m -vð 
(H Izj 9 7 v (®) dp. 


Observons que cette dernière intégrale curviligne est prise autour 
Tun contour contenant uniquement le pôle 0 et les pôles de v (®) : 
Symboliquement, il est donc possible d’écrire 


D (t) ®t) 
Æ — A e -— ..(60 — 1 
et posant ZE" a p" = Z'(p) ... (60 — 2) 


avec cette écriture symbolique, où l'intégrale curviligne est disparue, 
pa le sens d’un opérateur qui, appliqué à ® (t) en fait la dérivée par 
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rapport à t et p-1 un opérateur qui en fait l'intégrale définie de 0 à t. 
En surplus, les pôles de 1/Z (p) n’ont pas été pris en considération. 

A première vue donc, la méthode de calcul ne fournirait que la 
solution particulière de l’équation différentielle et ceci est rigoureux 
si le développement de 1/7 (p) est effectué en les puissances posi- 
tives de p. 

La méthode de calcul opérationnelle est cependant susceptible de 
fournir la solution complète de l’équation en tenant compte des pôles 


de 1/Z (p), ce qui se produit si l’on développe en les puissances 


1 
Z (p) 
de 1/p. Les pôles de 1/Z (p) sont remplacés par une série d'opérations 
effectuées autour du pôle zéro ainsi que cela résulte des propriétés 
de la série de Laurenz. 

En résumé, dans une équation différentielle linćaire à coefficients 
constants et avec second membre, il est toujours possible de remplacer 

d” 
le symbole d/dt par p,... qp Par D" 

dri CS 

"U +a Zo n 
n dt” n—1  gir—-1 

Z (p) = 0 est évidemment léquation caractéristique de l'équation 
différentielle et la solution y s'écrit symboliquement 
® (t) 
A) 


+ > "e 9r se 
Le premier membre a .. + a y s'écrit Z (p) y. 


1 
où ——— doit être développé en les puissances de —— en considérant 
Z) PP P p P 


comme une quantité algébrique. Pour obtenir la solution on se rappelle 
que p est un opérateur qui, appliqué à ® (£) en effectue la dérivée et p—1 
l'intégrale définie de zéro à t. 


$ 61. — CALCUL D'HEAVISIDE 

a) p est un opérateur qui, appliqué à un sujet S quelconque, c'est-à- 
dire une fonction de t en fait la dérivée et p—1, l'intégrale définie de 
0 à £. 

Comme le calcul d’Heaviside s'applique avec facilité aux disconti- 
nuilés, il est intéressant de considérer la discontinuité unitaire, c'est-à- 
dire S = 1. 

On a donc 
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I] est clair que p. 1 = 0 et que par exemple si S = et, p.emi = m .emt 


eb pat ou ER (et — 1). On abrège de beaucoup le calcul si l’on 


traite préalablement quelques cas particuliers d'opérations en p qui se 
rencontrent scuvent. 


Recherchons ce que représente > appliqué à l’unité (S = 1). 


Traitons p comme une quantité algébrique et nous nous souvien- 
drons du rôle d’opérateur de p lorsque, toutes les opérations finies, 
nous aurons obtenu une succession d'opérations connues à appliquer 
au sujet S. 


Ainsi 1 1 1 
Z —— Z pai men 
pemn [1 2) 1 à 
BA p P 
. ad 1 
Il est possible de développer en série —z en effectuant la 
fen 
å Pp 
division de l’unité par (1 — z) ona: 
í a a? aè i , ; 
+ — + + — o= + api + a De 
p pP p? Í i 
de sorte que 
1 
a = p—! (1 +ap-t+ap-?... + a p-* +...) 
Appliqué à Punité 
1 À ME ao 
ETA 1s p~ (1+at t gyt PE [ef n 


Or le terme entre parenthèses est le développemnt de e% de sorte 
que 


De même ar) appliqué au sujet e”* donnera : 
pS 


ent == eat 


zi — 1 2 n—2 mt — 
pt (1 + ap—t+ æ& pri...) et = aaa 
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Il est possible de constituer un petit tableau des solutions d’opéra- 
teurs opérant sur les sujets les plus fréquents. Sur Funité S = 1. 


1 i e% — Í 1 i e—4 — i 
p—@ a pta’ ao 
P . I = et! P I = 6-4 
p—a pta 
Î 
a Lo? 
prie NE 
2 1 2 
peN 2 

Sur le sujet S = e” 

1 ent — eat 1 ent — e~t 
satadina a OME a . ent — — f 
(p—a) m—a (p + a) m — a 

EE T E OR der 

p—a m— a (p + a) m—a 


b) Un exemple traité par le calcul opérationnel et par le calcul par 
transformée, montre l'identité des deux méthodes et illustre les 
remarques introduites au paragraphe 60. 


d 2y dy 
Soit ERE E E — 
oi TE Ə di +2y—=2+3t 


Cette équation s’ écrit (p? — 3 p + 2)y = 2 + 3t de sorte que la 
solution est : 


: D (4) 2+3t 2+31 
TZ -3pr2 -JD 


En réduisant en fractions rationnelles 


2 Ət > m 
RRA e 


Développons sucessivement 


eb a en série de puis- 
p= 2 p= i 
sance de — 
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1 1 | 
=D 7 OS E 
Re: 
P P 
ap 6 pa AAPA S a 
Cet opérateur agit sur le sujet S = 2 + 3t de sorte que 


4 t° 8 E 

DE ÉD ED n 1@+3D=p| (1424+ + 
| 
D Na re) 


2H 4B 8t 
+ pri He +a 


1 3 
—_ asl 2t —i__ (et — EE GR = y toits re 
2 p [et] + èp z (€ DEER: I+- le 1) 5 


De même : 


2+3t 
— —— = 2e +4 2—3 (e —1)+83t 
p—1 
De sorte que la solution totale est : 
2t K pt laoi 
DE E E + 4 


1 
Si le développement de ZT avait été fait en les puissances de p, 
on aurait eu “SP 


l | ie ARE ) 
oa oo altr es 5 S 

| | | 13+6/ 
qui opérant sur le sujet 2 + 83€ aurait donné Dr ES c'est-à-dire 


uniquement la solution parliculière. 

On peut en outre remarquer que le développement de 1/Z (p) aurait 
pu être fait en divisant l’unité par le trinome p? — 3 p + 2, ce qui 
aurait donné l'opérateur 


PAP PAT 


13 +6t 


qui, agissant sur (2 +3 £) fournit encore la solution particulière, 


Le même exemple traité par transformée donnerait 


(p— 2) p—-1)y=2+83t 
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| : 2p+8 
v(®) = p | e= 2 +38 dt = Ri 
1 e* 2p + 3 1 
= : PAE all 
i fr a oN a 


Soit en appliquant le calcul des résidus : 


7 s sa ~ en (2 p +3) F 
mn ee 


Cetle dernière intégrale curviligne doit être prise le long d’un con- 
tour contenant le pôle 0 multiple d'ordre 2 et est donnée par la dérivée 
premiére de la fonction sous le signe $ avec p = 0, soit par 


d (@p+3e")  18+61 
dpip-3p+2,, E 


Le résultat est done bien identique. 


c) Le calcul opérationnel permet aussi la détermination des solu- 
tions des équations différentielles sans second membre. 


Il faut alors faire des opérations sur zéro. 


0 
On aurail symboliquement Z (p) y = 0, soit la solution y = ZO 
Il est évident que p.0 = 0 pour que p—+.0 ait un sens, il faut 


alors abandonner l'intégrale définie de 0 à t que signifiait p-! pour la 
remplacer par une intégrale indéfinie qui fait apparaître la constante. 


Aussi pie 0e foie C etp Aa p Gr a e a EC TEC 


ete., de sorte que 
k=n— l 
pee EE 
k = 0 

Si l’on se reporte à l’intégrale curviligne donnant la solution de 
l'équation sans second membre, on y voit la fonction holomorphe 
arbitraire dont la détermination ne s’effectuait qu’en introduisant les 
conditions particulières du problème. 

Il en est de même dans le calcul opérationnel où l'abandon de Fin- 
tégrale définie fait apparaître une constante arbitraire qui sera déter- 
minée également par les conditicns particulières du problème. 


Examinons ce que donne appliqué à 0, il vient 


DE rap ER QE pp. 0e IG Fa ECS.) 
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et le terme entre crochets est une constante indéterminée, par suite 


1 1 
— 0 = C et de même GTa . 0 = C eor“ 
p—a 
et si l’on veut encore 
1 k— 1 —1 
hs EEEN — eat 5 E (1) 
( — a)" k 
P kE — 0 


Si l'on désire résoudre une équation sans second membre on aura 
toujours à appliquer les opérations indiquées précédemment et à 
déternuner les constantes d’intégration. 


dy 0 


Ainsi _*. ‘ a £ - ne 2 Tip 
AE 2 0 a comme solution y pT? 


$ 62. — APPLICATION AUX CIRCUITS ELECTRIQUES 


a) Le problème électrique posé dans toute sa généralité est le 
suivant : 


Les constantes localisées d'un circuit étant connues, comment évolue 
dans le temps intensité du courant qui le traverse lorsqu'une ten- 
sion v, fonction du temps [v = © (t)] est appliquée aux bornes du 
circuit à partir du temps t = 0 ? 

Pour des circuits électriques passifs, c’est-à-dire des circuits dont 
aucune partie ne reçoil de l’énergie de lPextérieur, la loi Ohm est 
appliquée à chacune des portions du circuit, Par définition, les expres- 
sions de l’impédance de chacune des parties d’un circuit compliqué 
sont des polynomes en p, généralement du second degré. Comme ces 
parties de circuit sont en série ou en parallèle, l’impédance de Fen- 
semble esi un polynome en p de degré n. 

On arrive finalement à l’équation différentielle 


DIT = D se (02 S 


La connaissance du comportement du circuit sous leffet d’une 
discontinuité brusquement appliquée au temps { = 0 suffit pour en 
déterminer le comportement sous l'effet d’une tension » dont la varia- 
lion temporelle soit quelconque. 


Placons-nous en premier lieu dans le cas de la discontinuité. 


L’équation (62 — 1) à résoudre comporte un second membre qui ne 
(4) Quelques théorèmes indiqués par Heaviside, dont le théorème de transpo- 
sition. facilitent le calcul sur le sujet zéro. 
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commence à exister qu'à partir du temps t = 0 cù brusquement il 
est porté à la valeur V qu’il conserve. 

Puisque l’étude précédente a montré l'identité du calcul opéra- 
tionnel et du calcul par transformée, nous choisirons pour les démons- 
trations des théorèmes, la méthode qui arrive le plus simplement au 
résultat. 

La fonction image de 


{7 00 
V () = Cte est v (®) = p | e—»t V dt = V 
(a) 
iniroduite dans la formule (59 — 5) donne la solution générale 


; 1 a 1 P 
G aa Zp) “P 


Sans oublier que Z (p) = 0 est l'équation caractéristique de l’équa- 
tion différentielle, la résolution de cette équation algébrique donne les 
différentes racines p,, de sorte que 


Z (p) = (P — P} (P — Pa) .-. (P — P, 
Dans énorme majorité des cas, les racines de Z (p) = 0 sont sim- 
ples, nous admettons que c’est le cas général, de telle sorte que : 


5 e?t 


= s yV d 
2x] CE (P— pP2)...(p —p,) Á 


i 


En appliquant le calcul des résidus, la solution est formée immédia- 
tement par 
k=n erkt 


y 
Een Ja Voon ee ....(62 — 2) 
Zp=o k=1 Ppi 


Ce qui est l'expression donnée par Heaviside, connue sous le nom de 
«théorème de l’expansion ». 

La solution se compose de deux termes : 

Le premier est l’expression du courant lorsque le régime permanent 
est établi, le second correspond au régime transitoire. 

(Remarquons qu’en cas de pôle multiple, le calcul est toujours pos- 
sible ainsi qu’il a été indiqué précédemment ($ 59 bD). 

Insistons sur le fait, dont l’importance apparaîtra très clairement 
plus tard, que l’expression du courant permanent est obtenue par le 
quotient de la d. d. p. V par la valeur que prend Z (p) lorsqu'on y rem- 
place p par zéro. D’autre part, dans le cas d’une discontinuté, le régime 
transitoire s'obtient simplement en remplaçant successivement p, par 
les valeurs des différentes racines de l’équation déterminante qui est 
la partie de Z (p) qui, par son annulation, satisfait à Z (p) = 0. 
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Si, en partant de l’équation (62 — 1), le calcul avait été conduit par 
la méthode d’'Heaviside, la même formule (62 — 2) aurait été trouvée 
avec les mêmes restrictions mais par une voie beaucoup plus longue. 

Le comportement d’un circuit électrique quelconque soumis à une 
discontinuité appliquée au temps t = 0 se trouve en appliquant la loi 
d’'Ohm ramenée à la forme canonique i = V/Z (p) et en utilisant la 
solution (62 — 2). 

Lorsque le nombre de circuits augmente indéfiniment, c’est-à-dire 
lorsque l’on passe à l'étude des circuits électriques à constantes 
linéiques, uniformément distribuées, le nombre des racines de Z(p) =0 
augmente indéfiniment. Il se peut que, par un groupement judicieux 
des p, le calcul ramène Z (p) sous la forme d’une série connue, par 
exemple sous la forme d’un sinus d’une certaine fonction de p. 

Soit y cette fonction de p que l’on peut généralement écrire sous la 
forme y =a + jB. 

Si, par exemple, Z (p) = K sh y avec K = Cte est expression de lim- 
pédance, l’équation différentielle à résoudre serait : 


4 4 
~“ KShy Zp 


H semble qu’il y ait une difficulté car, pour que l’on puisse utiliser 
la formule (62 — 2) ou si l’on veut le calcul par résidus, Z (p) doit se 
décomposer en un produit de facteurs (p — p,) dans lequel p, est la 
kieme racine de Z (p) = 0. 

Cette décomposition toujours possible lorsque Z (p) est un poly- 
nome, lest encore lorsque Z (p) = K sin y ear les travaux de Cauchy et 
Weierstrass ont montré que toute fonction entière admettant une 
infinité de racines, s'exprime par le produit d’un nombre infini de 
facteurs dont chacun ne s’annule que pour une seule valeur de la 
variable. 

Il n’y a donc rien de changé. 

Comme ultime remarque, si le nombre de circuits n’est pas infini- 
ment grand, il se pourrait que Z (p) soit encore exprimable par sin y. 

Dans ce cas, le nombre de pôles de la fonction qu’il faut prendre 
pour intégrer lintégrale curviligne, est déterminé par le nombre de 
circuits lui-même. 

Au fur et à mesure de notre étude nous traiterons quelques 
exemples caractéristiques par le calcul, ce qui aura le double avantage 
de montrer la rapidité du procédé et de préciser les remarques énon- 
cées précédemment. 


b) 1. Si une discontinuité de V volts agit brusquement au temps 
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t = 0 aux bornes d’un circuit comprenant en série une résistance R 
et une bobine dont L et le coefficient de self-induction. 
La loi Ohm appliquée à ce circuit donne 


Ri V I - V — Lpi 
E == Fr d dt ma = apl 


| | V V 1 
a : = R+Lp L pHa 
i R 
en posan dr 
A = E A =0 donne p, 5—4 
A =l Z’ piy = i Ai = à 
g’? ' . V V at V 1 Zil 
ou t= n +R =g ) 


V 
Le régime permanent est donné par F et le transitoire par p €” Fe 


2. Si une discontinuité de V volts agit aux bornes d’un circuit 
oscillant dont R, L, C sont les constantes caractéristiques, la loi Ohm 


donne 


he A xfi idt 1: 
1 L° 
soit Ri+Lpi+ g pi={R+pL +g) = 
| Lj R 1 
d’où Z, = pe + T p + IT) 
Par suite l’équation déterminante est 
pPLC+pRC+1=0 
et les racines sont : 
p=-a+ yË- et Ps = — 4 — Va — o 
R Í 
en posant = 3T et o — TT 
L 
Z, = A (p — p,) (P — Po) Zo ZR+ 
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par suite 
RS Ea et 2 — J : 
(pi) Cp? pa f Cp: 
à V V ert V ePst 
D E = 9 PNR 
n ( Cpi 21 Cp: 
ee” som 
z= 0 + Ve À , 1. + 1 = 
/ P: p, C P2 p, C 
w- EEES 
= VC ~ e sh \/ o. t 
a2 — o? j 


Le terme permanent disparaît du fait de la capacité C en série ; seul 
le terme transitoire subsiste. 


3. Les problèmes donnant lieu à des équations différentielles aux 
dérivées partielles se traitent également par la même méthode. Comme 
exemple : soit un câble sous-marin dont R, et C, sont respectivement 
la résistance et la capacité par unité de longueur. En envoyant brus- 
quement une discontinuité, cas de la télégraphie, les phénomènes de 
self ne jouent pas pour le double motif de la faible fréquence et de la 
grandeur de la capacité répartie. Nous supposons extrémité finale 
mise à la terre. La loi Ohm appliquée à un élément de longueur dt 
pris à la distance x de l’origine donne : 


av 
ax y Ridy a di i 
f dY 
i | | 
T j cdx T jé: 21 ds 
Fig. (62-1). 
doi R JV 
OÙ AR 
ł IX 
JV oi 
Co ooa ee 
ot Ix 
En dérivant, on a 
gV dv di ei 
— =RC, — et RR;G — 


ax? 1 ot Ix? M 
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Soit en notation opérationnelle 


pre =. C, pu et cu 


ct en posant que D = à/à x, il vient : 
(D —R,C, p)u=0 et Desh Cpi=0 
La solution de cette première équation est donnée en utilisant la 


fonction holomorphe arbitraire qui tient lieu de constante d’intégra- 
tion (59 — 6) 


= R, C, pi 


: BE t K=VR Gp 
E= 3x; o DL KA p en posan t = VEC P 
1 ers M 
= 5 À = dp 
277] À (D — K) (D + K) 
d’où p = M exe +N e—Kx 


Remarquons que M et N sont des fonctions temporelles indépen- 
dantes de x et qui se déterminent par les conditions particulières du 
problème. En vertu des relations électriques, on a : 


E K 
t Kæ — — Kg = = | — Kæ T eẹe— Kx 
i R, [M ex — N'e—Kx] R| M e524 N emne] 
pour v= ve Y et pour t= v = 
done M+N=V et M e®&Œ4+4Ne-®E = 0 


de ces deux équations on tire les valeurs de M et N 


— V 
Fe — KI _ KI 
onu à et NS SR Ar. 
par suite 
L l ] Y hK 
e O | RSR nus 


Soit encore en notation symbolique pour à 


V ch K (ll — x) V ch K (l — x) 


I= — 
R, Z (p) 
K sh Kl 
R R PENNE 
Z (Þ) = -> sh KI = = sh VR Gp! 


K VR: CP 
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Les zéros de Z (p) sont déterminés par la relation 


R, 
Z (p) 7 sh KI = 0 
el en posant KI = jy 


RU 
Apr = D sin y = 0 


est l'équation déterminante qui s’annule pour 
Y—=kKx avec ka-23 Aaen 
Pour p= 0 
sin y 


Z (p) = RI — 


prend la valeur 


Z (0) = R 
car, si y tend vers 0, sin y/y vaut l'unité. D’autre part 
ji Rl d'y | d'y Rl dy | 
DD: D ru y dp l'oSv— sin] 
1 a 
et comme y S FA V R, Cp 
dy 4 R,C, 
dp 2j VR, Cp 
il vient k x, c’est-à-di u 
il vieni pour y = k x, -à-dir a 
t pour y c'est-à-dire p, ERC 
| 1 Rl 1 R1 : 
Zn) ho ee cos kx Da (— 1) 


lc ie 
La solution qui donne le courant i à tout instant et à toute distance x 
de l’origine est fournie par application de la formule (62 — 2). 


En fin de ligne, on a 
h2 T2 


y co e ER 
HR AST LR 
1 i=l Pa- .coskx 
2 k 
k2 T2 
Li V 1 + 2 S e RC 
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qui se transforme en la formule bien connue : 


V 
= 1 — 20 04 — 2 09 DO Le 
i Rol 20 + 2 + | 


1 
key? 
en posant 0 = e Ent 
Nous ne discuterons pas ici la signification de cette formule ; le 
régime permanent est évidemment V/R.l ce qui donnerait la loi Ohm 
en courant continu, et le régime transitoire est exprimé par le double 
de Ia somme. 


cC) CAS DU COURANT ALTERNATIF. 


Aux bornes du circuit agit, à partir du temps t = 0, une tension 
simplement sinusoïdale v = V, sin o£. 
Dans ce cas, équation à résoudre, obtenue toujours par application 


de la loi d’Ohm, présente un second membre ® (4) = V sin ot, 
soit 
dki | | 
> er V, sn o t= Z(p)i ...(602 — 3) 


L’image de ® (t) est toujours donnée par 


Le . eP 
p\e-?t V sino tdi = —, 
OA m mi 72 + o? 
La solution générale de tous les problèmes est encore trouvée plus 
rapidement par le calcul par transformée : 


ert 
7h 


= fq ur ue 


o V e? t 
m 


= don (p— jo) (p—p,) (p — pa... ppa P 


car (p? + œ?) se met sous la forme du produit (p + jœ) (p — jo). 
Après lintégration, il vient : 


V | ei ot e+iwt | n e”, 
$ m < 
l a. a 


a a o A SE a N -} CR r; » V à > 
2j | Z(p=—-je)  Z(p=jo) "=i (D, HOD Zn 
Or Z,=; w) = a, (j w)” + a _: (j o}—1 + ad 
peut se mettre sous la forme d’une quantité complexe 
R+jX = Ze = ju) 


Le terme R est la somme de tous E jo élevés à une puissance paire 
y compris a, et X la somme des jo élevés à une puissance impaire. 
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De ce fait 


Lu o =, (jo +a (jot... +a 


0 


est la conjuguée R — j X de Z (p = jo), de sorte que le produit 


2e 2 =R + X 


(s 
est une quantité réelle, il en est de même de sa racine carrée. 
Alors, le premier terme de la solution se transforme en : 


Va SRPA TER s ape 
R + X° 2} m 
V a . eil —e—i™®i a eivt + e—iot 
Re | on —— z 
ae À sin wt — À cos ot) = 
V _ 
= rV R? + X? sin (ot — ọ) = 


a —————2> sin (œ t = p) 
: D 


X 
en posant tg ọ = R 
| X 
sin ® Er X 
R 
SN A 
Finalement la solution générale s’écrit 
n er kt 
eeno a a + aN 
VE EE X? n k=l (Pi: + w?) Z, | 
| | X 
avec loari EEA et tgs ọ = -R 


Elle se compose encore de deux termes : 
le premier correspond à la solution particulière de l'équation (62 — 3) 
et est la valeur du courant en régime harmonique permanent établi 
et le second est l'établissement du régime transitoire. 

Avant de passer à un exercice numérique, remarquons que Pon 
aurait pu considérer que la d. d.p. alternative qui agit aux bornes du 
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circuit soit la partie réelle, soit la partie imaginaire de V ei®t 
suivant que l’on applique à t = 0, v = V, cos otou v = V sin ét. 

Si, suivant l’expression admise, nous envisageons que la fonction 
cissoïdale ® (t) = Va eji®t agit aux bornes du circuit, on a 


vp = V |“ 3 


—»t ej®t dt = V ——— 
R PA 
Vert dp 


et la solution est i = PEF foty — jo) z(p) 


soit sous forme explicitée : 


| V  _ej"t n erkt 
l = LR 4- V > TN Ra e AN: CE (62 Es 5) 
Z =; U)) " k=] (P, =J o) Z’ (P3) 

Il est bien évident que, dans ces cas, c’est, soit la partie réelle ou 
la partie imaginaire dépourvue du symbole j de l’expression de i, qu’il 
convient de prendre pour correspondre à la tension effectivement agis- 
sante. 


d) 1. Reprenons le cas du circuit oscillant aux bornes duquel agit 
une d. d. p, v = V, sin ot. 


La loi Ohm donne (pL + + R) i= V, sin ot 


1 
pE 
et il suffil d'appliquer la formule (62 — 5) pour avoir la solution. 


Les racines sont fournies par lannulation de Z (p) = 0 ; il vient 
pp=—a+ß et Ps = — a —$ 
R 1 


9 


en posant a = —, W% = — et B2 = a? — o? 


A 9° LC j 


Aucune hypothèse n’est faite sur les valeurs relatives de «a? et de 


” , les racines p, et p, sont réelles ou complexes suivant que œ S «ê, 
Les calculs sont nettement abrégés si Pon remarque que 


2 — o 
Z' a L E (0) 
j P 
donne en remplaçant p successivement par p, et p, 
4 = L {À et ne N 
(pi) P, (ps) Po 


et que, en outre, Pı Ps = ®, 
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La solution s’écrit : 


V 


ni 


D= — sin (ot — p) + 


/ 
V R? + [o i E a 


oVe ft pet phe” y 
2 LB Ta O- (È +o) | 


L'expression entre crochets du second terme se modifie par rem 
placem :nt en 
Aro a + a?) ef: 
(p? + œ?) (p; + œ?) 
— 2a (o) +0?) shBt+2B(@?—«) chBt 


(o2? — a)? + 4 œ w? 


-2 0, 


E — mmm —— sh (Bt s= y) 
yœ — ol)? + 4 o? w? 


: B œ? — ne 
si l’on pose th y = i 


œ @ + o? 


La solution définitive est donc : 


y 


m 


SI o E) = 


“Y repra] 


ww V E= ht 
o m _sh — y 
BL (lo? — o)? + 4 a2 o? 


Si les racines p, et p, sont imaginaires, P doit être remplacé par jB 
et le sh par j sin, et expression donne les valeurs réelles de la solu- 
tion. 


2. Le cas des lignes artificielles où agit une d. d. p. alternative sera 
repris ultérieurement par le même traitement mathématique sous la 
forme de l’étude générale des filtres. 


e) On peut envisager d’autres formes temporelles de d. d. p. agis- 
santes, il suffit d’en rechercher les images vpet d'appliquer le théo- 
rème d'expansion pour avoir la solution. Ci-après un tableau de 
quelques fonctions ® (f) avec, en regard, leur image correspondante. 
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(t) | v (8) = p [es (dt 


v 


fonction unité 


(discontinuité) de 


fonction « top » d'amplitude À 
et de durée + 


v maane A e—?t, (1 — e—it) 
RaT 
Ÿ ” 
p o pa 
exponentielle d'amplitude 1 p 
er at ptre 
fonction cissoïdale p 
eivi p — j W 
fonctions harmoniques 
(63) P 
sin ot p° + o? 
2 
cos o t e 
p? + AE 
Oscillations amorties à 
d'amplitude 1 D S 
re (p + a)? + o? 
et sn ot 
Fonctions hyperboliques © p 
shot p° — o? 
chot nia 
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] 
t ee 
P 
p° © 
Esin ot TE Tu D2)? 
p? — o? 
EOR p (p? + w2)? 
1 [a 
Tree p | 
NE P 
Fonction de Bessel 
P 
J (œ t) VP En 2 


P 
wn y p? où 


J, (E [VP°+e-— p} 


Notons ensuite une formule simple qui facilite souvent la 
recherche des images. 


Aon m ! 
me dt = 


| ati 
0 


$ 63. — RECHERCHE DU COURANT : EN REGIME PERMANENT 


Cest le problème qui se pose presque toujours en électrotechnique, 
où, par définition, le régime transitoire qui n’intéresse qu’un temps 
toujours très court est négligé vis-à-vis du régime permanent sauf, 
précisément, dans certains cas particuliers : étude des court-circuits, 
mise sous tension des réseaux, etc. La solution du régime permanent 
est le premier terme du théorème d'expansion. Le problème est donc 
solutionné ; cependant, quelques observations et remarques entraînent 
des considérations intéressantes. 
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Comme il a élé vu au $ (61-c), ce premier terme correspond à la 
recherche de la solution particulière, L'intégration de 


, 1 ert 1 
E= Taj? p OZ, P 
p 


ne doit se faire que le long d’un contour qui comprend uniquement 
les pôles introduits par la fonction image v(a) de la d. d. p., fonction 
du temps qui agit aux bornes du circuit, divisée par p. 

Point west besoin de connaître les racines de p, de Féquation Z = 0 
qui offre des difficultés algébriques dépendant de son degré. Il suffit 
de remplacer dans Z, p par les pôles (1/p) va . 

Bornons-nous avec quelques détails à l’étude d’une discontinuité, de 
la fonction cissoïdale (identique aux fonctions harmoniques § 62 b) 
et d’une onde amortie appliquée au temps t = 0. 


Le premier cas est immédiat, l’image d’une discontinuité d’ampli- 
tude V étant l’amplitude elle-même, le contour d’intégration doit 
comprendre le pôle p = 0 de (1/p) V de sorte que comme en l’équation 
(62 — 2) 


V V 
Re 
DRE R 
p= 
si C n'existe pas puisque pour p = 0 les effets selfiques disparaissent, 
; ; Pp ; 
Pour la fonction v = V .eji™t dont l'image v (®) = - — , on voit 
p— jo 
que Jo est le pôle, de sorte que 
Vei®t 
L — 
Pie 
Or, suivant que nous envisagerons que v = V cos ot ou 


v = V sin o£, il faut prendre la partie réelle ou la partie imaginaire 
(en supprimant j) de la fraction précédente. 


A 


Cette expression est susceptible d’être écrite sous une forme très 
féconde et couramment utilisée. 


ejwt est un opérateur qui, appliqué à un vecteur, le fait tourner 
autour de son origine à la vitesse angulaire constante «. 


D'autre part, V qui est la différence de potentiel agissante, peut être 
considéré comme une grandeur dirigée, c’est-à-dire comme un vecteur 
d'amplitude V et Veiwt est un vecteur tournant que l’on représente 
suivant Steinmetz par [V]. Or, 1/7 jo est une quantité complexe et 
son application à un vecteur en varie l’amplitude et la phase. 
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La fraction [V]/Z œ est donc un vecteur rotatif d'amplitude et de 
phase déterminée égale à [1] où Z est l'amplitude du vecteur. 

On a ainsi retrouvé la loi d’'Ohm utilisée en représentation symbo- 
lique : [I] = [V]/Z w qui solutionne les problèmes rencontrés dans 
Pétude du régime permanent des courants alternatifs. 

Sous cette forme, où les quantités complexes sont conservées au 
dénominateur, les calculs s'effectuent suivant les règles du calcul des 
imaginaires et, enlever les crochets, Cest projeter le vecteur tournant 
sur laxe réel ou sur l'axe imaginaire suivant que v est une fonction 
cosinusoïdale ou sinusoïdale du lemps. Pour illustrer ce qui vient 
d’être explicité, si nous posons que v = V sin o { et pour fixer les idées 


si Zj% — À + jB 
[V] [V] (A— jB) [V] yA +B € /? D 
[1] TA A E E 2 — AVC (Bd 
À +jB A? + B? A? + B? A 
[V] ei? Veitwi—# 
Doea ou encore = Da 
VA? + B? V 4? + B? 


en enlevant les crochets et si l’on projette sur l’axe imaginaire 


i = —— sin (® { — œ) 
VA?+ B? 

On retrouve le terme du régime permanent établi par le théorème 
d'expansion dans le cas d’application de v = V sin of traité au 
S (62-c). 

Si l’on désire trouver les solutions du régime établi dans le cas où 
la tension agissante est v = Ve“! sin ot, on peut envisager que 
v = Vei(wi-% et ne considérer uniquement après calculs que la partie 
imaginaire. 

Il vient immédiatement que —a+jœ = y remplace jo dans les 
calculs précédents et on a la représentation symbolique généralisée 
en écrivant 


[I] = -— ou y=—a+jo 


$ 64. — CIRCUITS A CONSTANTES LOCALISEES 


&) ETUDE GÉNÉRALE DES FILTRES. 


Soit une série de mailles semblables, en nombre quelconque (fini ou 
indéfini), dont toutes les constantes sont connues. Ces mailles juxtapo- 
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sées, réagissent les unes sur les autres ; choisissons le même sens de 
circulation pour le courant qui circule 

R, dans chacune d’elles ; il revient au même 

n de considérer, soit une succession de 


2 | circuits couplés électromagnétiquement, 
L L soit une suite de cellules couplées élec- 
K-14 K K+4 


triquement les unes aux autres. Une 


Fig. (64-1). simple question ď’équivalence de cons- 
tantes permet l'identification des deux 
cas : 


Si r, £, C ei JE désignent respectivement la résistance, le coefficient 
de self-induction, Ía capacité et le coefficient d’induction mutuelle entre 
deux circuits successifs, la loi d'Ohm appliquée à la kme maille fournit 
lPéquation différentielle : 


t 


; , l 1 
OA Dire C paR 


dans laquelle p signifie une dérivation temporelle et p—1 une intégrale 
par rapport au temps. 


Soit A le FMU ter 0 ....(64 — 1) 
1 
en posant LT RE DA Cp et M = Æp 


Si, d'autre parl, nous considérons une série de cellules identiques 
pour lesquelles Z, et Z, sont les impédances des branches séries el 
parallèles, on a pour la ke cellule : 


CPE UE PR CRE D ....(64 — 2) 
semblable à la relation (64 — 1), si Pon pose 
Z=2,+2Z, et M=Z, 

La conception de circuits couplés, complètement indépendants les 
uns des autres, est identique à celle de cellules couplées électrique- 
ment. 

On a donc à résoudre un système d'équations différentielles simulta- 
nées, en nombre n équivalent au nombre de cellules ou de mailles. Nous 
nous occuperons du cas de n cellules ; remarquons toutefois que le 
problème de la propagation dans une ligne à constantes linéiques, est 
inclus dans le problème actuel ; il suffit de considérer que la grandeur 
des cellules diminue et qu’elles s’étalent sur une longueur infiniment 
petite dx de la ligne ; le nombre de circuits élémentaires tend ainsi vers 
l'infini. 
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Dans ce cas, seules la première et la dernière équations diffèrent de 
toutes les autres ; comme elles tiennent compte des conditions initiales 
et finales du problème particulier, elles serviront à déterminer les 


| 
ze 2 j Ze Z% j 2% Zi Zi 


ou Ze Ze 


"€ 
ie tem | 
K! eme cellule K € maille 


Fig. (64 - 2). Fig. (64 - 3). 


constantes d'intégration de l’équation différentielle afférente à l’ordre k 
quelconque des circuits (équation 64 — 1 ou 64 — 2). 
Plusieurs procédés permettent de modifier la forme des équations 
(64 — 1) ou (64 — 2) ; ils aboutissent au même résultat final. 
Supposons que le courant se propage d’une cellule à l’autre dans un 
sens déterminé (gauche à droite). 


a) Vu la symétrie, tant mathématique que physique du filtre, le 
rapport des intensités de courant qui circule dans deux mailles join- 
tives est indépendant de l’ordre des circuits. 

II est, en effet, évident que le couplage entre tous les circuits consi- 
dérés deux à deux, est identique et que la même fraction du flux ma- 
gnétique dû à l’un d’eux, traverse le circuit adjacent. 

On peut poser 


; = n 
lki 
n étant un nombre quelconque (complexe ou pas). 
Alors, l’équation différentielle qui régit le courant dans une maille 
quelconque d'ordre k, s'écrit : 


Î 
aE IMa t) — 0 
v {) n 


Z 
où, en posant 3 x 
. M 
il vient He [l+an+n) =0 ... -(64 — 3) 


et les racines de l'équation caractéristique sont données par la relation 
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X 


/ — % l y2 i 
Z  — i nr 
| r= 2 y 4 


1 +xzn+mn = 0 soit par .... (64— 4) 
i — x o 

f — ER A 

"= +] r-i! 


Mathématiquement, les deux solutions sont également possibles. 
Comme nous considérons un nombre quelconque de circuits d’une 
suite de circuits semblables, les propagations dans les deux sens k 
croissants ou k décroissants sont symétriques ; le rapport des inten- 
sités de deux mailles succesives est : 


1 
n ou — 
n 


\ 


par suite, n” et n” sont les deux solutions qui correspondent aux deux 
sens de propagation possibles (gauche-droite, sens des K croissants, 
ou droite-gauche, sens des k décroissants). 

Le rapport l,/1,., est aussi bien égal à w, qu'à n” de telle sorte 
qu'on a, pour les rapports des intensités dans les mailles successives, 
i i, D i, 
= a oun ——-=n"oun* et = = ou nk 
i i i 


(2) (0) 0 


Comme l’étude actuelle est faite de manière toute générale, en 
supposant connu le courant i, il vient : 


i, = À n’ ou b = Bry” 


qui sont deux solutions particulières de l'équation différentielle 
(64 — 3) ou (64 — 1), de sorte que la solution générale qui correspond 
à la coexistence physique des deux courants qui se propagent en sens 
contraire (courant incident et réfléchi) s'écrit: 


i = A we + Bw (64 — 5) 


Les deux constantes d'intégration A et B se déterminent par les 
conditions particulières du problème (A et B tiennent compte de la 
valeur du courant initial au début du filtre (i) et de la valeur du 
courant dans la dernière maille où la réflexion peut ou non se pro- 
duire). 


b) En vue de transformer l’équation (64 — 1), posons 
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où y est un nombre complexe, alors (64 — 3) s'écrit : 


i M œt e +et)=0 


X 
soit A 2M{chr +.) = 0 
L’équation caractéristique de l'équation différentielle relative à une 
maille quelconque k, est alors 


| z 
2 M (enr +) = 0 .….(64 — 6) 
2 
En répétant le raisonnement de la propagation du courant dans les 
deux sens et en supposant connue l'intensité du courant i, on a 


== ey i 


de sorte que i SARE + BEYE 


où À et B sont à déterminer comme précédemment par les données 
particulières du problème. 


b) Considérons le cas général d’un filtre électrique constitué de 
(n — 1) cellules identiques ; une force électromotrice E agit par Fin- 
termédiaire d’une impédance Z,/2 sur la première 
cellule et le circuit de la dernière est fermé par la 
même impédance Z,/2. Les phénomènes de ré- 
flexion des grandeurs électriques sont ainsi évités. 
Le schéma est donné par la figure (64 — 4). 

La seconde loi de Kirchhoff appliquée successi- 
vement aux diverses mailles donne le système de Fig, (64 - 4). 
(n + 1) équations différentielles simultanées : 


7 | 
T a i Z, =E 


CR EEE a ...(64 — 1) 


dans lequel les Z, et Z, sont des fonctions de p. 
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Toutes les équations sont identiques, hormis la première et la der- 
nière ; par conséquent, la solution de la kième, compte tenu de la 
relation (64 — 4) ou (64 — 6), s’écrit : 


i = À etË + Bet ..(64 — 8) 
Les constantes À et B sont déterminées de manière à satisfaire à la 
première (k = 0) et à la dernière équation (k = n). 


Il vient : 


Z 
(A + B) a + Z.) = (A e + B e~“) Z, =E 
A Z. 
(A e&t +Be- a (z ne 2) — (À ee- + Be Yn!) Z, = 0 
d’où 
2 E en 9 E er 


B o n E a a ea 


et le courant 
E ch(n—k)7 


I = = — —— ...(64—9 
fi Z, shyshny $ | 
soit encore PER 
(p) 
EE T 7 64 — 10) 
en posant OT Rouen .. (64 — 
l’expression du courant est écrite sous sa forme habituelle et Zen = 0 


est léquation caractéristique de l’équation différentielle relative à 
n'’impcrte quelle maille. Il suffit de recher- 


cher les racines p, qui satisfont à Z = 0 
R Ñ . k ... 0 
EE et d'appliquer la formule d’'Heaviside ou la 
À 5 transformée de Laplace, dans lesquelles on 
| | introduit la forme de la fonction temporelle 
de la différence de potentiel appliquée à 
Fig. (64 - 5). l’origine du filtre. 


Pour aller plus loin, il faut considérer des 

cas d'espèce en explicitant les impédantes particulières Z, et Z.. 

Soit un filtre dont la kiè"e cellule est composée, comme l'indique 
la figure (64 — 5), d’une impédance 


Z,=R+£?p el Z, = —- 
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(La cellule d'ordre 0 et celle d'ordre n ne comprennent qu’une impé- 
dance Z,/2). 
L’équation caractéristique est : 


7 j shy sh ny 
p` “2 ch(n-=k)y 


H y a quatre solutions qui la satisfont : 

1. Z, = 0 qui donne p = « qui est à rejeter. 

2. ch (n — k) y = œ fournit y = œ. Comme y est un polynome 
en p, il s’ensuivrait une valeur infinie pour p. 


3. sh ny = 0 entraîne n y = js x, soil 


y= j (64—11) 


où s prend toutes les valeurs de 1 à n puisqu'il y a n équations. 
s = 0 est à rejeter, par équation de condition (64 — 3), lorsque y = 0 
ne peut être satisfaite que dans hypothèse où Z,/7, est infini qui 
correspond à la suppression du filtre. 
+. I en est de même pour sh y = 0 qui exige également ch y = 1. 
Les diverses racines de l’équation caractéristique sont tirées de 
(6+ — 6) 


x S Z, 
E EO HPE = 
1 1 RCD 
= SCD CDR SERGE .. (64 — 12) 
. ST 
soit de LCpP+RCpH2 |1 cos T) =o 
ce qui donne les valeurs 
Dy T 
+ R 
a = 
TA 
avec 
d 2 Sr 9 1; 
B=] gel 17 eos >) — à ...(64 — 13) 


D'autre part 
dZ ~ nshychny dy 
dp °? ch(n—k)y dp 
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t d’après (64 — 12 ST De 
et d’après (64 — 12) sh y TA Pe 


de sorte que 


SH 


z +) 
SI D 
COS: k — COS (+ ) i j 
n 


n y? 


Lorsque p tend vers zéro, Z, tend vers C el comme 


y C (L p +R) 
hy=1+=1+ - nR 


p° p==0 


=n R 


cC) RECHERCHONS LA RÉPONSE DU FILTRE A UNE FORCE ÉLECTROMOTRICE 
D’IMPULSION E. 


Le théorème d’expansion donne directement lexpression du cou- 
rant : 


sx 
| eCa = iP) eos [x 2] 
. E ES O Ry] 
ET RR ü ” _ B5 L ra ee 
g= a + D fe EESO 
—a+j8)n Mr 


Le terme transitoire s'écrit successivement : 


ST 
COS (h = aap l 
E ae \ n 
C a - = 
-+ 
n À s= | dE J B. 
ou 
S IT 
9E on COS L F sin (B 1) 
BEN 
n L re B 


& 


5 est Pintégrale de cos ($ t) prise entre 
S 
zero et £, il vient, pour le courant transitoire : 


en remarquant que sin (B £) 


PE SR T BÀ di 4—14 
E aar (eos (r 5) cos 6,9 ....(64 — 14) 
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Lorsque l'amortissement est faible, œ tend vers zéro et ß_ vers 


ag à ; 7 DE g Sa 
«|, -PC — COS e: VA Sin Sn 


et le courant, pour la ke cellule s’écrit : 


E PA DE OU ie sx 
= — | © cos (re) 
n 


$ 65. — LIGNE ARTIFICIELLE 


Ce cas se déduit du précédent. À supposer que la ligne soit sans 
perte, 11 suffit de considérer des mailles élémentaires en faisant croître 
le nombre n de circuits vers linfini. 


Réponse d’une ligne artificielle à une discontinuité de E volts à lori- 
gine. 

Puisque n tend vers linfini, la composante du régime permanent 
tend vers zéro ; il ne subsiste dans la formule (64 — 15) que l’intégrale 
de la somme prise par rapport à s qui varie de 1 à n. 

Cette somme procède par degrés x/2n qui diminuent de grandeur à 
mesure que n augmente. En posant 0 = sx/2n et d0 = x/92n, elle se 
transforme en une intégrale définie de 0 à x/2 par rapport à 8. 

On a donc : 


NOR 2 
DR 5 ; OS i 0 SOE — 
L, "E | | cos (2 k8) cos rc t sin o) d 8 dt (65 — 1) 
or 
2 t 2 
cos | = sino) = J, | =i) - 
yae 0) 7 \zs 


2 
Ft) cos 2 0 + 2J cos 40 + ..., 
V£C 
de sorte qu'en multipliant les deux membres par cos (2k 6) et en fai- 
sant l'intégrale de 0 à x/2 tous les termes sont nuls à l'exception de 


om 
ik 


| 2 J, cos? (2k0) d 0 


O 


IT 
qui équivaut à Jon 4 d’où en définitive : 


= Er 2 A 
L, — p É do re dt ....(65 — 2) 
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En vue de rechercher la propagation d’une perturbalion le long 
d’une ligne artificielle, il est très facile, en utilisant les tables des 
fonctions de Bessel, de tracer les courbes de i, en fonction du temps 
et la surface comprise entre l’axe des temps et la courbe est l’expres- 
sion de l'intensité du courant à l'échelle Æ/£ pres. 

Les figures suivantes se rapportent à une chaîne infinie de circuits. 


70 
| TT 
p MEETER CRERRS 
| TEREREPRENAAS 
E EEREN AARE E 
A A 
D Or 1 
ER RER E 
DEEE EE 
RER 
s REC 
A EE D RE 
28 HER 
| CREER E 
e HEHHE 
DE RENSRUR 
aA 
OR ARET 
FAE EAEE 
7 HIHHH 
A ER LR LE 
CEE 
PA A A EN 
PTT a 
Lars on 
ENTER EEE 
PRE 
CRE 


Fig. (65-1). 
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y rer El 
RARE RENE 

< 
EE 


J- 
03 
ai 


O2 


05 
EH 
GEE 
| 


H 
A EN 


Fig. (65 - "Aa 


Fig. (65 - 3). 
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RUE 


RARE 


RARE R IR 
HR ENNERER 


N S N N 
D © © D Y D 
I ! l I 


3 S 8 à os 
l 


- 5). 


Fig. (65 
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ig. (65 -6). 


Fig 


- 7). 


Fig. (65 
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EE 
DR 
A 
EES 
-— 
mi 
TS 
w 
ie 
a 
E 
E 
= 
a 
E 


70 75 20 [é 
Fig. (65 - 8). 


Q 


Les figures (65 — 1), (65 — 2), (65 — 3), (65 — 4) sont les valeurs des 
J,, = f(t) trouvées dans les tables et les figures (65 — 5), (65 — 6), 
(65 — 7) et (65 — 8), les intégrales. 

Elles sont relatives à la maille d'entrée k=0 J,, =J, à la première 
maille (J,), à la seconde (J,), à la quatrième (J,) et à la huitième (J,,). 
Elles ne manquent pas d'intérêt, car on voit apparaître le temps de 
propagation de la perturbation qui se propage successivement d’une 
maille à l’autre. Par exemple, la quatrième maille ne se trouve tra- 
versée par un courant mesurable qu’un temps 


NET 


tad 5 


après que la première a été perturbée. 

On se rend ainsi parfaitement compte du «temps mort » observé 
dans la propagation des signaux morses dans un câble sous-marin 
(fig. 65 — 9). 

Les propriétés des fonctions de Bessel permettent de ne pas recourir 
au procédé graphique d'intégration de la formule (65 — 2). 
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DE. 


ME 

-j 

DERE 
ENESES 
ee e E 
PPCASENEE 
FARAS SERIE 


mN 
pe 
HARRIS 
Rasa 
CERN SENS 
A D 
HERstRNEE 
ALAS 
A 


\ 


D 
2 


N 


ma 
Eo 
mx 


E 

= | 
ELLE 
KT 
TS 


moe E 
or 
ASE BE 


LES 
a 
TN 
PE or TRN 
A 
Sue 
SAC” 
e 
EE 


o 
Smaa 
F 
: 
a 
p 
$ 
FE 
m 
St 
EME 
EE 
ZEX 
CeT 
Éd 
SRE ANS RR ARE 


CHE 
TE 
NÉE 
ROT 
Kenan 
ONEM 
< 
NERE 
A N 
Ne 
NS 
RER 
EAE 
E 
E 
E 
E 
E 
E 


TERA 
LOSS 


E 
AO 


N 


HEJ 


O 1 e] 
5 70 75 20 Č 
Fig. (65-9. -- Intensité du courant dans les circuits successifs 
ordre 0, 1, 2,...8 en fonction du temps. 


En effet, au coefficient E/£ près 


] à - yJ y 
Lu | Ja, Le r) dt = Ros a (Tag) 


9 
formule dans laquelle v prend toutes les valeurs entières de 0, 1, 2, à oo. 
Il suffit alors, pour faire l’intégrale, de consulter une table des fonc- 
tions de Bessel et, pour une valeur de t donnée, de faire la somme des 
nombres trouvés pour les différentes valeurs des fonctions de Bessel 
d'ordre croissant. 

Cest par ce procédé rapide et précis que les figures relatives à une 
suite infinie de mailles sans perte, ont été tracées. L'utilisation des 
tables rend les calculs très faciles. Cherchons à tenir compte des pertes 
en nous limitant à une approximation suffisante pour tous les cas 
pratiques. 

Reprenons, pour le circuit d’ordre k, le terme transitoire de la solu- 
tion, soit, au coefficient 2 E/£ près : 


aa t T n S I | M 2 1 | S A \ dt 
— Le = ON Es nn acn on ee D, ver 2 
i =e \ cosi k - COS TC ( COS | > a 


0 s=] 
....(65 — 3) 
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La somme tend vers une intégrale lorsque n augmente et posons 
cette fois : 


. 2 € a? 
si er et D = —— 
LG a? 
Sr 
0 — — dð = — ds 
n n 


de sorte que l’expression sous le signe intégral de 0 à t s'écrit : 


TL st EE a 
=} cos (k 0) cos at y 1— b? — cos 8d 0 


En prenant la transformée par rapport à { du cos at \ il vient : 


1 eT PAS p” p? 7 cos (k 0) a D 
a + p? + @ (1 — b? — cos 9) ~ x i, A+Becos® 
avec A = p? + «& (1 — b?) et B = — à? 
(1) 
aT Pr jkO 
| Oo 0 = partie réelle de 2 | a E d 6 
> A<+Boos6 Jo 2A + Bell + Be —J0 


En posant y — eJl, dy = jy d0 puisque les limites sont 0 et 2 x. soit de 1 à 1 
avec le changement de variables, l’intésgrale proposée se transforme en une intégrale 
curviligne 


2 yk 2. yk dy 
= ® = d= = 0 —— 
j J BP + 2Ay + B 1) (OP m y= Me) 


si m, et m, sont les racines du dénominateur par application des résidus la solution 
est 


2w GA HVAR BI y S O 
Bk ya — B B | 2B VALB l4A-B 
De plus, (C i — a : — 9 j 
-0 -e 5-0 
car cos kO = cos (— k 0), de sorte que la solution définitive est 


— T (YA +B —y4-=B)2k 
ý E A} B yA B 
ou en définitive, en toute rigueur : 
CT 


Le courant dans le circuit d'ordre k est fourni par l’intégrale de l’expression pré- 
cédente prise entre les limites de 0 à f, de sorte que 


2k 


/ as bo 
J pi p Jp? + æ (2 — b) 
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Pour solutionner aisément cette équation, il faut consentir à certaines approxi- 
mations. L’amortissement d'un circuit est par construction toujours faible par suite, 
dans la parenthèse élevée à la puissance 2 k, b et à fortiori b? est négligeable et 


J œ b? 
p | harn 
P 
peut être considéré en première approximation égal à p. Alors, 


UE. + [p Vr+æ@-1Dl"" 
En VD + & @ — b5 


or 
k “7 dE a2 o 2e 1 Honor 
: -V a (2 — bD? 
aea a 
Vp = De ” (2 a?) Vp? + a (2 ER b2) 
En vertu du théorème de Borel qui exprime lintégrale définie d’un produit de 
fonction, l’intensité du courant s’écrit 


= Jx (at V2 — b°) 


Fad 


in = ett | Jliab(t- 11.J4a V2 — 65 dr 
0 


Remarquons que pour œ = 0 (b = 0) 


t na 
i; = | Jor Lat V2 ] dt 
“o 
qui est la formule trouvée précédemment. 

Dans le but de vérifier l’approximation, choisissons un a beaucoup plus grand 
que celui d’un circuit normal et calculons par la formule générale (b -£ 0) et par 
la formule approchée (b = 0) l’intensité i, en fonction du temps. 

Les résultats sont consignés dans la figure (65 — 10). 


08 
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Fig. (65-10). — ET dans ds circuits d'ordre 
zéro el un en fonclion du temps pour différentes 
valeurs de l'amortissement. (Les abscisses sont les 


temps multipliés par a V2 — b.) 


CHAPITRE IX 


APPLICATIONS DE L'ANALYSE TENSORIFLLE 


$ 66. — GENERALITES — COMBINAISONS DE CIRCUITS 


a) L'analyse tensorielle permet de faire une synthèse remarquable de 
toutes les applications électriques. Le physicien réduit au minimum le 
nombre de lois expérimentales en employant le langage mathématique 
qui, en quelque sorte, les fait découler les unes des autres. 

A son tour, l'ingénieur peut, en une seule formule, expliciter toutes 
les applications de l'électricité, ainsi que l’a montré Gabriel Kron dans 
un mémoire remarquable présenté en 1935 pour le Prix International 
d’Electricité Montefiore (Liège) (1). 

À la réflexion, cette manière de voir n’entraîne aucune nouveauté 
essentielle car, quel que soit le problème électrique à résoudre, on 
applique la loi Ohm à chaque partie d’un circuit sous la forme cano- 
nique : e ou v suivant qu’il s’agit d’un générateur ou d’un récepteur, 
égale Zi. Tous les circuits ou portions de circuits sont connectés entre 
eux, dès lors, il est évidemment toujours possible de donner à l’équa- 
tion finale qui caractérise le problème étudié, une forme symbolique 
v = Zi, où Z est une impédance d’expression plus ou moins compliquée. 

Si l’on s’astreint à écrire avec ordre, à ne pas mélanger les indices, 
à faire les calculs avec méthode, dans l’expression de Z, on retrouve 
à leur place la contribution de chaque circuit élémentaire ainsi que leur 
réaction mutuelle. 

Quel que soit le procédé de mise en équation, v = Zi est une équa- 
tion différentielle ; il faut la résoudre par une des méthodes connues. 

Le calcul tensoriel n’est pas un procédé de calcul, mais uniquement 
un moyen de mettre en équation un problème donné. 

Z est explicité par le tableau de ses composantes et Z est un opéra- 
teur (nombres hyper complexes), c’est somme toute du calcul symbo- 
lique généralisé. 

Le tenseur Z diffère d’un système électrique ou d’une machine à 
Pautre et son analyse explique le comportement total du système ou 
de la machine ; il n’est pas nécessaire de faire l’étude de chaque cas 
particulier. 


—a 


(1) Gabriel Kron, The application of Tensor Analyses to Electrical Engineering 
Problems. 
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Il résulte des éléments d'analyse tensorielle que : 

1° un tenseur d’ordre 0 est un scalaire ; 

2° le produit des composantes d’un vecteur covariant par les com- 
posantes d’un vecteur contrevariant est un scalaire ; 

3° un vecteur est un tenseur du premier ordre caractérisé par un 
seul indice. Ses composantes peuvent être en nombre n ; il est peut-être 
utile de se rappeler que l’on travaille en géométrie polydimensionnelle 
dont tous les axes sont perpendiculaires l’un sur l’autre ; point n’est 
besoin de se représenter ce qui se passe géométriquement lorsque n est 


plus grand que 3 ; il suffit de noter que les formules ont exactement la 
même forme. 


Un tenseur du second ordre Z, appliqué à un vecteur a est un opé- 
rateur qui fait tourner le vecteur et en modifie son module tout comme 
cela se produit dans le calcul des imaginaires qui n’est qu’un cas 
particulier de la notation tensorielle, 

Dans le produit Z',i°, il y a répétition de l’indice b qui est l'indice 
muet par rapport auquel la sommation doit être faite tandis que a est 
l’indice libre qui prend successivement toutes les valeurs de 1 à n; à 
chacune des valeurs de a, correspond la somme des n termes A „©? où b 
varie de 1 à n. 

Le produit d’un tenseur d’ordre 1 par un tenseur d'ordre 2 donne 
un tenseur d'ordre 3, mais, comme il y a répétition de l’indice, le pro- 
duit AR . i? est d'ordre 3 — 2 = 1, c’est-à-dire un vecteur. 

4° De même un tenseur d'ordre 3 appliqué à deux vecteurs, par 


exemple 7°,,.itv fournit un autre vecteur T, qui, dans les machines 


> 
représente le couple électromagnétique lorsque les deux vecteurs 1 


et a sont, l’un un courant L et l’autre, un flux magnélique y produit 
par le courant inducteur i, (expression du couple électromagnétique 
étant proportionnelle, C, = iv). 

5° Si le système ou l’ensemble des circuits auxquels la loi Ohm 
est appliquée à chacun d’eux est statique, il n’y a pas de déplacement 
de circuits les uns par rapport aux autres ; à chaque circuit correspond 
un axe de projection ; on travaille en géométrie habituelle à n dimen- 
sions. 

D'autre part, si des circuits ou des portions de circuit sont en mou- 
vement relatif, on peut être amené à envisager un système d’axes 
mobiles solidaires d’un dépacement, soit, par exemple, un système 
d’axes tournants ; les choses peuvent se compliquer du fait de l’appari- 
tion de relations qui cessent d’être linéaires, on est amené à travailler 
dans une géométrie qui n’est plus euclidienne ; ceci doit cependant 
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nous laisser indifférents puisque le résultat est toujours donné par un 
tableau de composantes ou une matrice dont linterprétation est aisée. 

Pour présenter le calcul sous le jour le plus simple, nous étudierons 
quelques cas particuliers très généraux en allant du simple au com- 
pliqué. 

En premier lieu, nous examinerons les réseaux électriques fixes 
(combinaisons statiques de circuits électriques — réseaux passifs), 
avec le double but d'introduire les tenseurs et de se familiariser avec 
les procédés de calcul. 

En second lieu, nous étudierons dans toute leur généralité, les ma- 
chines électriques statiques et rotatives ; un exemple ou deux carac- 
tériseront la méthode. 


b) COMBINAISONS DE CIRCUITS ÉLECTRIQUES. 


Soient n circuits quelconques, réagissant les uns sur les autres ; 
ils sont individuellement caractérisés par les constantes R, £, C, IE 
indicées. 

Si v, est la d. d. p. appliquée aux bornes du premier circuit a, consi- 
déré comme un récepteur, la loi Ohm s’écrit : 


v =Z io Z +Z i+ Zi... 


Deux indices sont attachés aux impédances Z ; le premier indice 
(indice libre) définit l’ordre du circuit que l’on étudie et le second 
caractérise le courant agissant. 

Dans le cas de courants alternatifs harmoniques, Ze = R + JE, 
et Za 7 tjo Maa: M est le coefficient dinduction mutuelle entre 
les circuits a et d ; Zi“ exprime la réaction offerte par le circuit a 
au passage du courant i et Z if exprime la réaction du circuit d sur le 
circuit a, c’est-à-dire que Z°,i% est la f.e. m. d’induction mutuelle. 

En se limitant à trois circuits, on aurait les trois relations suivantes : 


bo =A Es DE 0 FT 

(GOS Dre 2 eZ EE ZI 

U — Z att + 2:10 -+ Z ic 

qui s’écrivent symboliquement en une seule relation : 
(66—2)... v, = Z 


Dans cette dernière relation, pour une valeur donnée de l'indice 
libre m répété dans les deux membres, l’indice muet n, répété dans le 
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second membre, signifie la sommation ; il est successivement pris 
égal à : a, b, c, qui correspond aux n = 3 axes de projection. 
Le tableau des composantes du tenseur Z „„ est donné par (66 — 3). 


Nn a b C 


(66 — 3)... Z = 


Chacune des cases peut être occupée par des nombres réels, des 
nombres complexes, des fonctions temporelles, etc. 

La puissance fournie à l’un des circuits, b par exemple, soit v Ù, 
est un scalaire. La d.d. p. v, est, d’après les prémisses, un vecteur 
covariant, nécessairement il faut que i soit un vecteur contrevariant 
pour que le produit v,i° soit un scalaire. 

Il existe deux procédés pour montrer que (66 — 2) est bien l’équa- 
tion unique qui remplace la série d’équations (66 — 1). 

Effectuons la multiplication de Z par i" ; considérons par exemple 

in, 

ant 

La position de l’indice muet (à chaque valeur de m, n prend succes- 
sivement toutes les valeurs a, b, c...) montre qu’une ligne de Z est 
multipliée par une colonne du multiplicande qui est, dans ce cas, 
réduit à une seule colonne (i est un vecteur contrevariant), de sorte 


: = ra 7 D rC 
que eW Zn A AN gl Zaal g 


a 


nn 


Na O 
m no 
Z 1° 
aa ab ac 
Z Į? 
ba Z v be 
Z Z Z 1° 
ca cb cC 


En changeant l'indice libre on obtient toute la série d'équations 
(66 — 1). 
2. Si, avec Gibbs, on adjoint à toutes les composantes des lenseurs 


b 


des vecteurs unitaires en nombre égal et en ordre identique à ceux 


. ‘ ` >> > 

des indices mn, on a une relation vectorielle, par exemple : Z p&b DD. 
Les indices rappellent la nature de la composante ; ils doivent abso- 
lument rester dans l’ordre où ils apparaissent car le calcul tensoriel 
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ne donne pas lieu à des opérations commutatives ; pour tenir compte 
de l’ordre, les indices qui se rapportent aux différents vecteurs uni- 
taires annotent le tableau des composantes (coin gauche m et n) et 
‘les vecteurs sont indiqués au-dessus ou à gauche des différentes cases. 
= Le second indice b de Z est 
Nn 4 b 6 répété (indice muet); cela veut 
oh | dire que, dans l’exemple choisi, 


| | 
a Z a A A c’est la composante du cou- 
. Ld -> e e 

> rant i suivant b qui est prise 
b Z A A von 

ba b ` en considération. 
>37 7 7 Puisque les systèmes d’axes 
C #7] A r r 

ca cè cé de référence sont rectangu- 


laires, le produit scalaire des 
vecteurs unitaires b par b est l’unité tandis que le produit b.c est nul, 
l'angle fait par b et € étant égal à 90°. 


3 >> > -o > m >> , > 
Avec cette convention : Z „ab . ib donne Z p- P .aetZ„ab.ira=0 
de sorte que, en effectuant la Sea terme à terme, seuls 


—> —> 


subsistent : (Z, ka + Z an FA ie). a = V,A—=U,. 
Les diadics, “triadics OU, plus généralement les polyadics, sont les 
tableaux des composantes d’un tenseur d’ordre 2,3 cu d'ordre plus. 


élevé. Par exemple, un vecteur s'écrit : v = V, a + V, b + V, E tandis 
que la notation tensorielle qui diffère de celle de Gibbs en ce que l’on 
néglige d’écrire les vecteurs unitaires de base, exprime uniquement 
les composantes : 


L’équation (66 — 2) remplace toute la série d'équations (66 — 1): 
il est évident qu’une propriété de (66 — 2) se retrouve dans chacune 
des relations (66 — 1). 

Si l’on recherche le courant, l’équation (66 — 2) doit être résolue par 
rapport à i, de sorte que : 

(66 — 4)... = D, = mn 


n 


mn 


où Y™ est inverse de Z „ dont les composantes sont obtenues en 
appliquant la règle du § 10. 
Nécessairement, Y”? doit être un tenseur deux fois contrevariant 
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—> 
pour que la multiplication par un vecteur v, covariant, donne un ten- 


ne j ; 
seur 1 contrevariant. Comme dans les divers problèmes électriques, 
il existe autant d’axes de référence qu’il y a de circuits envisagés, et le 


vecteur T résultant, trouvé par la résolution de (66 — 4) est un vecteur 
dont la projection sur laxe k est la valeur du courant qui circule dans 
le kième circuit, La notation tensorielle n’apprend rien ; c’est une 
unification et une simplification d'écriture. 


$ 67. — MATRICE DE TRANSFORMATION 


a) L'application des deux lois de Kirchhoff à n circuits interconnectés, 
réagissant ou ne réagissant pas l’un sur l’autre, permet de solutionner 
tous les problèmes à la manière habituelle. 

Nous tiendrons compte de l’interconnection en procédant différem- 
ment. 

Soient n circuits fermés comportant chacun un générateur, de force 
électromotrice e temporellement variable, débitant dans une impé- 
dance Z connue ; les sens 
des f.e.m. supposées con- 


nues, sont indiqués sur la CZ HZ CZ) © 
figure (07 = D 
Une série de circuits réa- 
gissant ou ne réagissant pas Fig. (67 - 1). 
les uns sur les aulres mais 
ne présentant entre eux aucune liaison électrique est un réseau 
synthétique. 
Pour trouver les différents courants, nous ne disposons que de la loí 
Ohm ; ainsi pour le circuit k, il vient : 


(67 — 1)... LR — Zal 


k 


D'autre part, supposons que la puissance dissipée dans l’ensemble 
des circuits reste la même avant et après l’interconnection, de même 
les coefficients d’induction mutuelle sont supposés identiques quoique 
la position des différents circuits ait été modifiée. 

En disposant les divers circuits, certains d’entre eux en parallèle 
et d’autres en série, on constitue des mailles dont le nombre est géné- 
ralement inférieur au nombre de circuits ; les courants qui circulent 
dans ces mailles sont à déterminer. 

L'application de la première loi de Kirchhoff aux différents nœuds 
fournit une relation entre les anciens courants 14, iœ? ... et les nouveaux 
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courants qui sont distingués des anciens par les dernières lettres de 
Palphabet, soit i2, is, i.. 

Du point de vue géométrique, interconnection revient à effectuer 
un changement d’axes ; les formules de transformation sont connues, 
elles sont déduites de la première loi de Kirchhoff, elles s'écrivent sous 
forme d’un tableau (matrice) dont chacune des cases est la compo- 


sante d’un tenseur C? du second ordre. 

Les indices en lettres romaines sont affectés aux anciens axes ; 
m, par exemple, prendra successivement les valeurs a, b, c, etc. Le 
nombre d’axes a (p, q, r) peut être inférieur au nombre d’axes anciens 
eu égard au mode d’interconnection des différents circuits, ce nombre 
équivaut au nombre de mailles constituées et correspond au nombre 
de degrés de liberté du système. 

Les formules du passage des anciens axes en les nouveaux donnent : 


(67 — 2)... im = C? i” 


où C™ est la matrice de transformation dont la formation très simple 
est indiquée dans l’exemple traité ci-après. 

Il est clair que si l’on recherche une relation entre les courants 
avant et après l’interconnection, il faut qu’une grandeur connue ne 
varie pas. 

L’invariant nécessaire à tout changement d’axes est la puissance 
dissipée qui, restant la même avant et après le changement d'axes, 
donne les relations évidentes : 


FRE mm — LR CL 
(67 — 3)... ei ei e, C, i 
d’où 
pam n — A 
(67 — 4)... e = C; e, et e = Ce, 


avec C7 qui est le conjugué de C” 
m œ 

Si, par exemple, on considérait les n circuits disposés tous en série 
ou en parallèle, dans un cas, les tensions individuelles seraient ajoutées 
et dans l’autre, les courants ; les formules (67 — 2) et (67 — 4) indi- 
quent ce résultat qui se traduit par le fait que "ete, sont deux séries 
de variables contragrédientes. 

Dans les applications électriques, la différence entre la covariance 
et la contrevariance est exprimée par une propriété moins objective 
que celle rencontrée en mécanique où, lorsqu'il s'agissait d’un vecteur 
force, les composantes étaient, soit les projections orthogonales, soit 
les projections galiléennes. 

Les propriétés de covariance et de contrevariance apparaissent 
lorsque dans l’étude des courants alternatifs, on recherche les relations 
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entre les vecteurs impédance et les vecteurs admittance qui se dédui- 
sent l’un de l’autre par des constructions géométriques réciproques. 

Après changement d’axes, une seule équation représente encore Pen- 
semble des circuits interconnectés : 


(67 — 5)... e, = Zas À 


et cette relation est de même forme que (67 — 1); on obtient en les 
nouveaux axes af un système électrique équivalent à celui des n cir- 
cuits interconnectés, il comporte autant de circuits distincts qu'il y a 
de mailles. 

Pour aller plus loin, il faut déduire Z, de Zr 

Dans (67 — 5), la répétition des indices libres a (en dessous) et de 
Pindice muet ß (en dessous et au-dessus) montre en vertu de (67 — 2) 
et (67 — 4) (1) 
(67 — 6)... Zu = 2, Ci C 


X 2 
Notons en passant que, si on avait à transformer un tenseur Z° 
œ 


il serait déduit de Zt par la formule Z? = Z! C} C? 
WA Rk 04 l 


b) Un exemple précisera la succession des opérations qui s'effectuent 
d’une manière automatique par application des règles opératoires 
connues. 

Soit une série de quatre circuits 
représentés sur la figure (67 — 1) et 
disposons-les de la manière indiquée 
sur la figure (67 — 2). 

Classiquement, si l’on traite ce pro- 
blème, on applique la première loi de 
Kirchhoff aux deux nœuds et la se- 
conde loi aux deux mailles (c ba) et 
(b dì. Les valeurs des e étant connues, Fig. (67 - 2). 
on trouve les i 

Nous nous garderons bien d’appliquer la seconde loi de Kirchhoff, 
mais compte tenu de l’invariance de la puissance dissipée, nous 


: E & _ k 
(1) On a : Ü = Ch iB et e, = C, P 


ee €k LS .— 
; = 7 C d’où en multipliant haut et bas le second 
ti i 


i 


D'autre part, Z,9 


à == 
membre par CA il vient : 


C; k l . [ari 
Zag = -r C Ce soit (67 — 6). 
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utiliserons uniquement la première (qui, somme toute, traduit incom- 
pressibilité de électricité) ; elle s’écrit sous forme d’un tableau ; les 
calculs, conduits comme il est indiqué précédemment, amènent lex- 
pression (67 — 5) qui est l’expression symbolique et condensée de la 
seconde loi de Kirchhoff appliquée aux différentes mailles. 

Le procédé opératoire apparaît alors clairement. 

Les circuits isolés sont donnés ; un changement d’axes se traduit 
par la matrice de transformation qui correspond à un HOUDONÈRE 
déterminé des circuits. 

La loi d’Ohm, compte tenu de cette matrice ou tenseur de transfor- 
mation donne la solution du problème posé. 

Par le groupement envisagé, les quatre circuits forment deux 
mailles ; désignons par i, et i, les nouveaux courants qui circulent 
en a et en b, les courants traversant les autres circuits sont indiqués 
sur la figure (67 — 2) et ils résultent immédiatement de l'application 
de la première loi de Kirchhoff ; eu égard au sens des courants avant 
et après changement d’axes on obtient les relalions suivantes : 


NE 
nr 
— 1 0. 
10 I — 1? e CE e a — m 
qui s'écrivent sous forme 0 1 
Le +11 d’un tableau des compo- ap 
i = i santes du tenseur (ou ma- “a ` i 0 
id — — ip + ja trice) de transformation : 


[i ie 


Pour n'importe quelle valeur, a, b, c, d, k, l, … des anciens axes, 
on a bien i” = Ci 17 
Pour rechercher Z,4 appliquons la formule (67 — 6) qui, compor- 


tant deux multiplications, doit être explicitée en deux temps. 


N l N a 
k a | k 
Z ya | Z y | Ze La Al 0 
| sn 
i Z,, | Z ob | Zao Za 0 + 1 l 
Z a Z o Z o Z a 1 0 
| Lou Zi Zic | Zia —1 +1 
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à NB 
l l 
= Zu + Z a 10 Z ia Lo is Z ja B 1 | 0 
a" + Z — La Z ob 2 La 0 + 1 
z X l- == 
= ac g Z < La Le E Z i 1 0 
“ad + Z a K aT Za T AT oi 1 | a2 1 
N 
CL 
Lou La Ze + La — Lo g Z ia + Ze 
+ 2 (Z aa z Zoe = Zio a La a Za K Z ja 


— Li, E La + Z 
+ Zio a Zya = Zia 


Re ne E 


La première multiplication, puisque k est Pindice muet, s'effectue 
q t G 9 
colonne par colonne et la seconde par rapport a l, c’est-à-dire Pun 
quelconque des anciens axes, se fait aussi de la même manière. 


Par conséquent les nouvelles expressions de eq données par 


(67 — 4) sont e, = Co o soit : 


Des 


At 0 
m (0 
> E ie 
ce, C ea = =E LR a + € 
| 0 
fus 


et puisque (67 — 5) donne e, = Z,8 i? il vient, pour chacune des com- 
posantes suivant les axes p et q : 
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dd ad = 
ue Z a = Zi pi Z ne La = AP E Z al = u 

et © 

€, Eu ea = = La Bi Z ia + Le A La ne La p Z ] FF LE 


3 KA + Z ja + 2 Zal ll 
La seconde loi de Kirchhoff appliquée aux deux mailles (c d a) et 
(b d) donne, comme il fallait s’y attendre, le même résultat. 


L'intérêt du procédé consiste en ce que, partant de la loi Ohm, 
on tient compte du groupement des divers circuits en appliquant la 
matrice de transformation C7 , point n'est besoin de prendre en con- 
sidération ce qui se passe dans les différentes mailles que crée Pinter- 
connection des différents circuits, dans l’expression finale Z,: les 
mailles avec leurs propriétés apparaissent naturellement lorsque Pon 
regarde une ligne du tableau des composantes. 

À un groupement donné, correspond une matrice de transformation 
déterminée. Si l’on recherche les nouveaux courants, on aura : 


CET = V4 o 


2 e : . ° 
avec Y%? qui est l'inverse de Zg ; Cest un tenseur deux fois contre- 
i 
variant. 


Les vecteurs e et i décomposés suivant les axes donnent les valeurs 
des composantes de la tension et du courant dans chacune des mailles ; 
les formules (67 — 6) ou (67 — 7) explicitées montrent comment cha- 
cune des composantes des tensions contribue uniquement à la compo- 


sante correspondante du courant et réciproquement (t). 


SE ŘŮÁÁ 


(1) Si l’on utilise la notation vectorielle de Gibbs, il faut remarquer que la 
covariance et la contrevariance n'apparaissent pas, la loi d’Ohm s’écrit sous forme 
vectorielle E SEs 

U = Zk 

Lors d’un changement d’axes, les nouveaux axes sont, par exemple, indiqués 

par Pindice prime, les courants se modifient suivant 
—> -> —> 


(67 — 9).... E DD H 


-53 
la matrice C étant déterminée comme précédemment à cela près que les vecteurs 
de base sont indiqués sur les côtés du rectangle. 


a « . . . 0 . ->> . . 
De manière à maintenir l’invariance du produit v i, les tensions se modifient 


Q Ld s —> p => ` pE . -> 
différemment suivant v = C= v où C- est l’inverse de C. 

Cette notation n’est pas correcte car, lors de la recherche de l’inverse, Pordre 
des nouveaux axes est permuté ; pour le rétablir, il suffit de considérer le con- 
jugué C. de €, de sorte que : 

—> —> 
V v” 


(67 — 10)... 


a] 
= Ç 
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§ 68. — UTILITE DU TENSEUR IMPEDANCE Z 


Si Pon connaît séparément le tenseur impédance Z’, A arende 
plusieurs systèmes donnés considérés isolément, il est possible de 
trouver la matrice de tranformation lorsque ces différents éléments 
sont, électriquement reliés l’un à l’autre d’une manière déterminée. 


Le nouveau tenseur Z est égal à la somme des tensions élémentaires 
transformée par un tenseur C dont la complexité dépend de la manière 
dont les éléments sont interconnectés. 


(68 — 1).... Zas S e a Ci 

Cette formule résulte de la superposition des couranis dans un cir- 
cuit donné. 

Pour en montrer une application, étudions : 

a) un transformateur monophasé ; 

b) un réseau passif considéré comme ligne de transmission ; 

c) un récepteur dont la constitution se réduit à une impédance. 

Il est bien entendu, et ceci est lavantage du calcul tensoriel, que 
chaque portion de machine ou de circuit est envisagée isolément ; le 
tenseur ou la matrice de transformation tient compte de la manière 
dont les différents éléments sont connectés entre eux. 


nsa b a) Pour le transformateur, nous n’avons à envi- 
a r | sager que deux enroulements a et b couplés élec- 
ee tromagnétiquement lun à l’autre. Le tenseur 


Z 7 impédance se déduit de la formule (68 — 1) et 


b Za | Zæ | Pon a le tableau ci-contre : 


b) Réseau passif: Soit 


trois impédances connues c|Z,!| 0 | 0 
c, d et e les caractérisent ; 2 sn 
le tenseur impédance pour d| 0 [Zz 0 
ces trois circuits isolés S. . 
s’écrit : e | 0 0 | Z 


La nouvelle matrice de transformation Z’ est obtenue en partant de l’ancienne 
en écrivant simplement : 


-> -> 
(67 — 11).... Z =Q 72°C 
pour rétablir Pordre des vecteurs de base ; cette formule est évidemment identique 
à celle représentée par l'expression (67 — 6) donnte en notation tensorielle. Remar- 
quons que C~ est incalculable lorsque le nombre de nouveaux axes est différent 
du nombre des anciens axes. On peut cependant concevoir que (67 — 9) est une 
écriture symbolique. 
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Lorsque ces trois circuits P- 1 à 
sont disposés en T (fig.68 — 1), c 1 0 | 
les nouveaux courants 12 et i” ne 
sont liés aux anciens courants C=d 0 1 | 
ic, id, ic par les relations | 
ds ID eV, AE = id Ml rer 

Fig. (68 - 1). soit, sous forme de tableau, la € Le | 


matrice de transformation : siie 


par conséquent le tenseur impédance est trouvé par la série d’opéra- 
lions indiquées ci-après : 


k Na Na Ke 
k Nice E Re RES à | 
Ze 0 0 1 | 0 Z 0 1 0 
o |z, 0 |xlol 1 c =| 0 Zoe 
TEEPA Ee AE isi 
Le | lux | 
ys 
B 
Z o t Z = Z 
5 — (68 — 2) 
s Za 
| Q ce 


c) L’impédance du récepteur est uniquement Z,. La figure (68 — 2) 
représente les trois éléments sans interconnection et la figure (68 — 3), 


Fig. (68 - 2). Fig. (68 - 3). 


le système résultant de la combinaison de ces divers éléments. Les 
nouveaux courants È it i sont indiqués et ils sont liés aux anciens 
courants ti iè... etc., par les relations évidentes (1'e loi de Kirchhoff). 
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IG — jn 

id = Ya soit, sous forme de tenseur C? = 

C q C 0 1 | 0 
Fi At 

f == Ti E —; 
d 0 0 1 


f 0 0 1 


on obtient la matrice ou le tenseur résultant des trois éléments en 
faisant la somme des trois matrices élémentaires. 


N n 
m 
AE E 0 | 0 0 
7 Le 0 | 0 0 
| 
Z nn z 0 0 Ze + Ze | gi Z 0 
i Ho 
ee | Z ia i Z ae 0 


L'application de la formule (68 — 1) donne le nouveau tenseur 
impédance Zg 
Na Na 
Fso me o o, 

1 


n 


© 
© 
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Na A CN q ! 
m m y j 7 
Z Z 0 1 10 10 
aa ba ne LA p Z a Hi 0 
Z, Z„| 0 0 110 e 
VA pr ue o q Z, 7 7m, = Z 
= |9 310 x a ACTA 
S 7 | ” re x 
0 i Z F 0 0 1 A7 
Tle NE À s PZ 
0 0 Z 010 1 


Remarquons, ainsi que nous l’avons déjà fait précédemment, que 
la première ligne horizontale multipliée par les courants correspon- 
dants : D, — CARIL + (2 a représente la seconde loi de Kirchhoff 
appliquée à la première maille et Pon a successivement : 


Vo S (Z a)? T (Z io a Z o T ARI = (CARLE et Le = (Zaa F Z e 2 Z 4 


Jusqu’à présent, le calcul tensoriel n’apprend rien, c’est une écri- 
ture différente de la méthode habituelle. Cela provient de ce que nous 
n’avons examiné ici que des circuits ou des portions de circuits spatia- 
lement fixes et que les axes de références, pour passer d’un système 
ancien en le nouveau système sont fixes également. 

Le procédé a consisté à écrire la loi d’Ohm à chacune des portions 
du circuit, et à utiliser la multiplication par la matrice de transfor- 
mation pour avoir somme toute les expressions de la loi d’'Ohm géné- 
ralisée appliquées aux cas parliculiers du système étudié. 

Dans une machine rotative, on est amené à envisager des systèmes 
d’axes de références entraînés dans le mouvement de rotation d’une 
partie de la machine ; le procédé est encore utilisé, mais cette fois, il 
faut que les formules de transformation d’un système d’axes à un 
autre satisfassent au mouvement de rotation. 


$ 69. — RESEAUX PASSIFS 


a) L'étude des lignes et des filtres entraîne la considération d’une 
suite de cellules identiques composées de divers éléments de circuits 
groupés d’une manière déterminée (lignes artificielles). 

On passe à la limite pour avoir des constantes électriques unifor- 
mément réparties par la considération de cellules élémentaires dont 
le nombre est forcément infini (lignes naturelles). 


APPLICATIONS DE L'ANALYSE TENSORIELLE 3939 


Considérons une suite infinie de cellules identiques en T placées 
en série. 
Le tenseur impédance d’une cel- 
lule est symétrique puisque l’induc- 
tion mutuelle d’un circuit a, par 
exemple sur b, est identique à celle 
de b sur a ; il a la forme symétri- 
que (69 — 1); ils sont tous de même Fig. (69 - 1). 
forme, de sorte que le tenseur 
impédance résultant affecte le schéma (69 — 2). 
L’impédance d’entrée d’une cellule quelconque reste identique à 
elle-même, de telle sorte que, dans le cas d’une ligne infinie si l’on 


| 


AiBlo 0l01010 0. 


0 01010 010 
alB! o ola Bloo o0 
R (69 — 1) lo (69 — 2) 
DE oo o)of4a iB fo 
olo ol co 
| jo of | 
etc. 


désire s'arrêter à une cellule d'ordre quelconque, il suffit de remplacer 
la suite des cellules par une impédance équivalente à l’impédance 
d’entrée Z, ; si l’on s’arrête à la première, le 
tenseur impédance est (69 — 3) et il correspond 
au schéma électrique de la figure (69 — 2). 
Comme is circule aussi bien à travers Z,, que 
de Z» i1 = iY et le tenseur de transformation 
équivaut à (69 — 4) 


NA lt a 
mja iglo] wl 110 
Ee ue Aa 


...(69— 8) (69 — 4)... ij 0| 1 de sorte que : 
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AB, 0 1 0 ‘110 
ME Tnt A| B 
Za = BIC) o |xlo]1ix]o]1 |=| ...(69—5) 
Ne ar OR EU B| Zy 
|Zu 011 DRM Es 


Point n’est besoin de faire ce calcul si l’on remarque immédiatement 
que Z, est en série avec 7, de sorte que, il suffit d'ajouter Z, à la 
composante C. 


Pour une cellule en T, le tenseur impédance est (69 — 6) et le ten- 
seur de transformation est connu, de sorte que, en vertu de (68 — 1), 
le tenseur résultant est (69 — 7). 


Z| 0 | 0 1) 0 
0 | Za o] c=| o0] 1 (69 — 6) 
0 0 Z 1-1 
Z aa sa Le | = Ze. 
Lg — sralo 
= Ze Z + Z o ag Z 
par suite : | | 
v, E (Z au A: Z oo) De Zi 
0 = — Pi NCA AR E .. (69 — 8) 
| {P 7 +Z +Z 
par suite, ae - VA DS 


La tension d’entrée v, de la cellule est v, et celle de sortie v, est 
égale à celle qui existe aux bornes de Z „ c’est-à-dire que v, = Zi 


V 
d’où l’impédance d’entrée est 7. LEZ. z L et celle 


V 
de sortie est -À = ; 
14 ec 


On appelle impédance itérative ou caractéristique, une impédance 
de sortie de valeur telle qu’il y ait égalité entre les impédances d’entrée 
et de sortie. 
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En égalant les deux dernières expressions, lon obtient une équation 
du second degré qui détermine l’impédance itérative Z. 


24 =Z EN A a Aa T 2,627: +Z,Z7,+ ź LUE ro] 


. (69 — 9) 


D'autre part, l’affaiblissement qui est le rapport du courant d'entrée 
au courant de sortie est : 


Z + Lee + Z 
7 : 


ce 


(69 — 10)... mw o= 


qui se détermine facilement en remplaçant Z par sa valeur précédente, 


Il y a lieu de remarquer que le calcul matriciel, appliqué à la réso- 
lution de n équations à n inconnues obtenues en appliquant les lois 
de Kirchhoff, donne tous les résultats précédents d’une manière très 
commode. Ce procédé est employé par les téléphonistes où l’on envi- 
sage des cellules en T, en x, etc., dans le but d’abréger les calculs 


spéciaux relatifs aux lignes de transmission. 


b) Recherche des fréquences de résonance d’un réseau passif com- 
prenant quatre impédances connues disposées comme le montre la 
figure (69 — 2). 


Le tenseur Z „„ est donné par le tableau : 


Zal 010) 0 T 
L Li 0 0 et le tenseur de transforma- 0. 1 
lion C = PESENE —— 
0 0, Z| 0 ‘ra 
0 0) 0| Za 0 p 
Z a + Za | = Z o 
le tenseur impédance Zap = | B 
— Z Ža t Le 
ce + VA 
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Z A EAT i | 
5 D 
et Yeb = 
— Z o Z a F Z 
D a N 


AVER D z (Z aa T Zee) Zn i Z pi Zaa E Ze 

Comme if = Y*ž v, , il y a résonance lorsque Y** est infini, c’est-à- 
dire lorsque ® = 0, d’où les racines qui déterminent les différences 
de résonance. 

1 

Dans le cas particulier où Z, = wœ = jo£LeZ, S5 Zu = — j T 

on obtient : 
2,62 
(Z a) +ə L aa Ze (Z,)* =A Soit-0 PC 
0,375 


c) Quelques considérations d'ordre général terminent ce paragraphe. 

Un tenseur ou sa matrice est symétrique lorsque les composantes 
se reproduisent symétriquement par rapport à la diagonale principale. 
Ainsi, 


est symétrique. Le conjugué de À est identique. 
La condition de symétrie se traduit tensoriellement par À, = À. 
Un tenseur est dit symétrique gauche lorsque À, = — Á ce qui 
apparaît dans le tableau sous la forme suivante : 


A D| E 
— D B| F 
ZE — F| C 


Les composantes à gauche de la diagonale sont changées de signe. 
Montrons une propriété utile de la symétrie : 
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Jl est toujours possible de décomposer un tenseur quelconque A 
en la somme d’un tenseur, l’un B,, symétrique et Pautre C 
trique gauche ; À, = Ba + GC. 

La valeur de B,, esi obtenue en faisant la demi-somme de A,, et 
de A „ et celle de C,, en faisant la demi-différence. 

Ainsi, soit 


kl syme- 


| 
als lc AJD a 
"N D ler B |E|R 
kt | on a À, = 
GIH |K c|F]|K 
| 
ära IBAD CC 
alors 92B=  D4+4B | E+E | F+H 


G+C H+F |K+K 


et 2C=| D-B 0 F — H 


Le tenseur symétrique gauche a toujours sa diagonale principale 
nulle. 


$ 70. — MACHINES ELECTRIQUES 


a) CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES. 


En vue d'obtenir une équation tensorielle valable pour tous les types 
de machines électriques, procédons pour la machine synthétique 
comme nous l’avons fait pour les réseaux en nous plaçant dans les 
hypothèses suivantes : 


1° Les circuits magnétiques de la machine ne sont pas saturés, 
u est constant. 


2° Tous les enroulements de la machine sont séparés, c’est-à-dire 
qu’ils ne sont pas interconnectés ; les pôles statoriques sont saillants ; 
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plusieurs enroulements peuvent être disposés suivant l’axe m du pôle 
magnétique de la machine, et d’autres enroulements statoriques sont 
supposés également disposés sur un axe normal à m. 
8° Sur le rotor supposé lisse, les enroulements sont uniformément 
et symétriquement distribués sur la périphérie. Plusieurs couches peu- 
vent exister ; dans chaque couche ou dans chaque spire séparée, les 
constantes électriques peuvent être différentes. 
Pour chacun des conducteurs d’un enroulement de même espèce, 
les phénomènes physiques sont toujours reproductibles. 
4° Chaque enroulement du rotor est effectivement constitué de deux 
enroulements séparés dont les plans des spires sont perpendiculaires 
l’un à l’autre. 
5° Chacun de ces enroulements est muni d’une ligne de balais b, b, 
(g. 70 — 1) de sorte que le flux magnétique produit 
par un courant circulant entre les balais (la ligne est 
normale aux plans des spires), se représente par un 


bu fo $, 
_—— 
| m vecteur 9 dirigé suivant la ligne des balais. 
Ce A chaque enroulement, aussi bien statorique que 


Fis. (70-1) rotorique, sont associés deux vecteurs unitaires m 
“182. E i 


et n orientés suivant les axes m et n. 

Le vecteur unitaire du stator sera différencié du vecteur unitaire 
du rotor par la lettre s ou r et, s’il y a plusieurs enroulements distri- 
bués suivant un même axe, un indice additionnel numérique est ajouté. 

Le problème qui se pose est la recherche du tenseur impédance de 
la machine synthétique. 

Pour une machine particulière, on tiendra compte de la façon dont 
les enroulements sont interconnectés en utilisant le tenseur de trans- 


. . . k l 
formation C; en appliquant ensuite la formule Z, = Z,, Ca Ce, 
on obtient le tenseur impédance de la machine considérée. 


b) ETABLISSONS UN THÉORÈME CAPITAL. 


Dans tout enroulement d’une machine rotative, deux espèces de 
f.e. m. induites apparaissent : 

1° celles dues aux variations temporelles du flux embrassé par len- 
roulement considéré ; 

2° celles dues aux mouvements relatifs d’un enroulement qui se 
déplace dans un champ magnétique (flux coupé). 

Appelons les premières, f.e.m. temporelles (e,) et les secondes 
f.e.m. spatio-temporelles (e ) ou dynamiques. 
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Si l’on considère un rotor fixe, placé dans un champ magnétique Fe 
temporellement variable, la f. e.m. induite e, naît dans les spires dont 
le plan est perpendiculaire à J6 ; elle est recueillie par une ligne de 


— 


balais calée suivant laxe 36. 

Dans la figure (70 —2) J6 est supposé croître, la grandeur des 
points et des croix donne une image de la valeur de la f. e. m. induite 
dans chacune des différentes spires dessinées en pointillé. 


Fig. (70 - 8). Fig. (70 - 2). 


Si, reprenant le même dispositif, le rotor tourne dans le sens des 


aiguilles d’une montre dans un champ Fe invariable, la f.e. m. e, 
naît dans les spires dont les plans sont parallèles à laxe magnétique 
(fig. 70 — 3). Pour la recueillir, la ligne des balais doit être disposée 


normalement à 96. Pour une même distribution spatiale du champ 


inducteur Je, le vecteur e, est perpendiculaire à e.. 

Les modules de ces deux vecteurs se calculent. par la même expres- 

d I 

sion mathématique : — PIE 

Si la variation temporelle du flux est sinusoïdale et si la fréquence 
est numériquement la même que la vitesse de rotation (2x fois le 
nombre de tours par unité de temps), les deux modules sont égaux 
pour une répartition sinusoïdale du champ dans l’entrefer (machine 
bipolaire). 
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Comme, dans l’espace, les vecteurs sont perpendiculaires, leurs pro- 


jections sur deux axes orthogonaux m et n entraînent les relations 
suivantes: m, Z Ry et ng = 7T Mge 

Ces considérations entraînent les suivantes : 

Deux enroulements fixes dont les plans sont spatialement normaux 
ne réagissent pas l’un sur l’autre lorsque les courants qui y circulent 
varient temporellement ; le coefficient d’induction mutuelle est nul. 

Si, au contraire, l’un des deux enroulements est mobile, il se déplace 
dans le champ magnétique produit par l’autre, du fait de la rotation, 
il y a réaction entre les deux enroulements perpendiculaires ; cette 
réaction sst mise en évidence par l'apparition d’un couple électro- 
magnétique. 

LES F.E. M INDUITES APPARAISSENT ENTRE LES BALAIS 
ROTOR FIXE 
Variations temporelles du ROTOR MOBILE 


courant statorique Courant statorique constant 
w Pas de reaction par suite de la 
aN 


Spatialement les plans des spires rotation de 900 du plan où la 
| rotoriques et sStatoriques etant f e.m. est maximum par rapport 
ís parailèles i| y a reaction electro- aux cas precedents 


magnétique et f.e m. dans le rotor. 


Pas de fe.m entre les balais, 
Les plans des spires rotoriques et 


statoriques etant perpendiculaires Reaction electromagnetique f e.m 
pas de reaction electromagñnetique, induite 


nrdef en Induite 
La figure schématique (70 — 4) renferme les quatre cas possibles 
de deux enroulements considérés deux à deux. 


Fig. (70 - 4). 


$ 71. — ETUDIONS LE CAS SIMPLE D'UNE SPIRE MOBILE 


A un instant quelconque, supposons qu’une tension instantanée 
v agisse aux bornes d’une spire mobile de surface S, dont la vitesse 
angulaire instantanée est œ et i la valeur du courant qui y circule. 

Cette spire tourne dans un champ ma- 
gnétique inducteur fixe dans l’espace et le 
temps. 

0 est langle que fait à l'instant t la nor- 
male au plan de la spire avec une direction 
fixe arbitraire, par exemple avec le champ 
au pied de la normale (fig. 71 — 1); la 
vitesse angulaire instantanée est 

de 
O — P7 —.p 0; 


Fig. (71 -1). 
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En désignant par Æ le coefficient de self induction de la spire, la loi 
d’'Ohm appliquée à la spire s'écrit : 


e" | di d IC 
( m ) ... y = TI + L dt + dt 
Dans celte expression, d 9% est le flux élémentaire coupé par la 
spire lors d’une rotation de l’angle d8 balayé pendant le temps dt: 
dX dX də dIE 


RE = -yg P6 et (71 — 1) s’écrit : 


di 


d IE 
(I2 v=ri+ £L ___ pô 
Ho do À 


par conséquent : 


La correspondance du cas théorique d’une spire à la machine élec- 
trique pour laquelle le rotor tourne dans un entrefer, s'obtient en 
remplaçant le champ inducteur précédent par un champ radial ; la 
répartition du champ dans l’entrefer doit être telle que, pour une spire, 
la f. e. m. induite soit exactement de même force, Pour une même 


vitesse, p 9, — doit être identique. 

d IC he aa | d IC 

est la densité de flux par unité ď’angle et posons Y = T 

Y est une fonction de © et s'exprime aussi par centimètre de la péri- 
phérie de l’entrefer. 

Pour passer du cas d’une spire qui tourne à la vitesse p 6 dans un 
champ uniforme fixe spatialement et temporellement au cas de la 
machine normale, il faut se rappeler que la f. e. m. induite e a comme 
expression : 


e=— = Fe, S sin 0 p0, = 9 sin 0 p0, par conséquent : 


dt 
Y = sin 0, c’est-à-dire que le champ cu la densité de flux est réparti 
sinusoïdalement dans lentrefer. 

d IC 
dt 
un courant si le circuit de la spire est fermé par l'intermédiaire des 
deux balais dont la ligne de calage est orientée suivant le champ 
magnétique. 

Ce courant, d'intensité temporellement variable, développe un flux 
magnétique dont l’axe est à chaque instant normal au plan de la spire, 
par définition sa valeur est : (71 — 3)... ® = £ i et il est opposé au 
flux inducteur. 


La Lem qui provient du flux coupé donne naissance à 
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Le flux qui traverse effectivement la spire est la somme géométrique 
du flux inducteur et du flux de self induction £ i, tandis que ¥ est la 
densité du flux qui, lorsqu'il est coupé, engendre la f.e.m. spatio- 
temporelle. 


Pour une distribution connue du flux dans l’entrefer, (71 — 1) se 
transforme en : 


71 — 4 | x Ypo 

( EE Ja TS vV = rı + dt + pP 

susceptible d’une généralisation importante (remarquons que seule, 
la partie £i = p est variable temporellement, ¥ étant statique). 


Dans ce qui précède, nous n’avons pas envisagé la façon dont le 
champ inducteur a été créé ; généralement, il provient de bobines 
statoriques parcourues par des courants. 


Passons au cas général en considérant une machine avec enroule- 
ments statoriques et rotoriques définis précédemment. 


Si l’on désire passer du cas étudié à celui adopté généralement et 
représenté par les figures (70 — 3) et (70 — 4), il suffit de tourner le 
collecteur, solidaire de l’axe de rotation, d’un angle de 90°. Le chignon 
de connexions se réduit ici à sa plus simple expression et on arrive 
à la figure (71 — 2) pour laquelle les balais doi- 
vent être calés sur une ligne perpendiculaire à 
l’axe magnétique. 

Le rotor tourne à une vitesse instantanée 
w =p9 quelconque (il y a accélération) et 
admettons que tous les courants qui circulent 
dans les divers enroulements sont fonction du 
temps. 


Fig. (71 - 2). 


Supposons qu'un observateur mesure les forces électro-motrices 
induites dans la bobine mobile par rapport à un système d’axes de 
références fixe dans l’espace. 

A instant t quelconque, l’observateur mesure quatre tensions dans 
la bobine mobile. 


1° La tension agissante v. 
2° La chute ohmique Ri. 


3° La force électro-motrice induite dans la bobine produite par 
les variations temporelles de la résultante ® de tous les flux magné- 
tiques qui la traversent (f. e.m. d’induction mutuelle et de self induc- 
tion); cette tension induite est numériquement exprimée par le taux 
de variation du flux par rapport au temps, à supposer que la bobine 
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mobile soit au repos dans la position qu’elle occupe au temps t et que 
tous les courants varient temporellement. 

4° La force électro-motrice induite provenant du mouvement de la 
bobine dans le champ magnétique provient des variations spatiales du 
flux Y (densité de flux coupé) et elle est déterminée en supposant que 
les divers courants sont constants et que la bobine mobile se déplace 
avec la vitesse angulaire o. 

Pour chacun des circuits de la machine, la formule (71 — 4) est 
valable et si on prend un système d’axes rectangulaires à autant de 


dimensions qu’il y a de circuits, on aura deux vecteurs i et v dont les 
projections sur les axes sont les valeurs des différents courants et 
tensions qui intéressent respectivement chacun des enroulements ; 
de cette manière : 
ss 

(71—5)... D = Rai T 

dt 
représente l’ensemble des équations relatives à chaque enroulemert 
de la machine. 

Ri est la résultante de toutes les chutes ohmiques des divers enrou- 
lements. ® est le flux embrassé par le rotor ; il est égal à la résultante 
de tous les flux d’induction mutuelle et de self induction de tous les 
enroulements ; on peut lui donner la forme du produit d’un tenseur L 
par le courant total, soit: (71—6)... ® = Li. 

Sil s’agit du cas idéal de la spire en rotation dans un champ uni- 
forme, L se réduit au scalaire £. 

Le flux Y est le flux total coupé par le rotor ; il dépend également 
des caractéristiques de tous les enroulements à supposer que la répar- 
tition du champ dans l’entrefer soit sinusoïdale. Nous verrons ulté- 
rieurement la façon très simple de déduire Y et ® l’un de l’autre. 


On peut également poser Y = Gi où G est un tenseur et i le vecteur 
courant ; pour la spire idéale, G se réduit au scalaire JŒ , coefficient 
d’induction mutuelle maximum entre la spire motrice et l’enroulement 
inducteur. 

Avec cetle notation, (71 — 4) se transforme en : 


-> 


—> E di > 
(71— 7)... v= Ri+ Ly tsio 


Le couple électro-magnétique développé par le rotor est: 


d IC 


s= = I} —-— — IFẸ 
(71— 8)... Ca, = iy = it 
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De même la multiplication de (71 — 4) par i donne la puissance 
électrique fournie au rotor (moteur). 


d ? 
dt 


(TI hausse vi = RË + i + iWp8 

Ainsi que nous l’avons déjà exprimé dans les considérations géné- 
rales, nous allons examiner chacun des enroulements de la machine 
synthétique considérés isolément, puis dans chaque cas particulier, 
nous liendrons compte de la facon dont les éléments sont inter- 
connectés en utilisant la matrice de transformation qui convient. 


Finalement, on obtient une équation analogue à (71—7) dans 
laquelle se trouvent les tenseurs résistance, impédance et couple qui 
s’explicitent facilement. 


$ 72. — MACHINE SYNTHETIQUE 


a) Pour ne pas compliquer inutilement, supposons deux enroule- 
ments statoriques et rotoriques respectivement dirigés suivant les 


— 


— 
axes m et n. 


La machine comporte les deux enroulements statoriques a et d ; 
l'axe de l’enroulement a coïncide 


A1 => ` -=> 
avec m et celui de d avec n, de 


Ma sorte que les indices relatifs à ces 
enroulements s'écrivent logique- 
ment ms et ns. 


Les enroulements rotoriques b 
et c sont supposés symétriques et 
ont les lignes de balais orientées 


—> — 
suivant m et n; mr el nr sont ainsi 
les indices correspondants (fig.72-1). 


Pour chacun des enroulements 
considérés isolément on a la relation 


Fig. (72-1). générale : 


V, = Z, ie + Zi + Zat + Zi avec k = a, b,c, d 


k 


ou, encore plus simplement : 


(72 — 1)... v — Zt 
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Le tenseur Z est donné sous forme de tableau : 


L’enroulement statorique ms est fixe; il n’y a pas de coefficient 
d’induction mutuelle entre ms, ns et nr (a, c, d). Soit JE „ celui qui 
existe entre a et b (plan des spires parallèles); b ou mr, est traversé 
par le courant i™” et soit £ „ le coefficient de self induction de ms. 


L'enroulement rotorique mr (b) présente une induction mutuelle 
JT, avec ms (a) où circule le courant i”s : At, est le coefficient 
entre c et d, soit entre ns et nr. Les coefficients de self induction sont 
respectivement L et £ „ pour les enroulements rotoriques, £ 
et £, pour les statoriques. 


ms 


[Si Z est une impédance mutuelle (à = J), la disposition spatiale 
des différents enroulements dans la machine synthétique montre que 
les cases hachurées n’existent pas pour les f. e. m. temporelles.] 


Appliquons la loi d'Ohm (71— 4) à chacun des enroulements. 
On a : 


p =R I4 p p ms L 9C p por 
3 MS ms m 


In 


= R vu + p (.£ 


ianr mr 


nr + M, Es) + p 8) Z Enr D IE, { ns) 


mr 


Le premier terme est la chute ohmique ; la parenthèse du second 
est, pour lenroulement b, Pexpression des seuls flux qui interviennent 
pour donner des f.e. m. temporelles ; quant à la parenthèse du troisième 
terme, les seuls fiux qui interviennent pour faire apparaître une d.d. p. 


— 
entre les balais calés suivant n sont, du fait du mouvement du rotor, 
ceux qui proviennent des enroulements dont les plans sont perpen- 


25, 
diculaires à m; il reste en vertu du théorème du paragraphe précé- 


dent, l’enroulement statorique ns dont le flux se combine avec celui de 
self induction rotorique de c. 
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On a de même : 


Dis R1” T P (L Ea + IE is) a P 0 (Lea -+ IE i”) 


ni 


Y s A R," + p CL," LA 9,7) 


n 
En arrangeant les termes, on obtient le tenseur Z et (72 — 3) résume 
toutes les équations. 


NJ ms mr nr ns 
Lo 
ms iR, ELp P| MaP 0 0 
e JC, p R nr T L nr p L ar P 0 IC, p 0 
Zi GES) 
nr TA, P 0 E D 0 R,, + L ar D JU , P 
ns 0 0 JM, p Rs Es Lys P 


On arrive au même résultat mécaniquement en raisonnant de Ia 


manière suivante : 
Les différentes chutes ohmiques sont exprimées par : 


R iws, R imr R rr R m 
ms 27 mr 3 nr ? ns 
1 a b C d 


N 
k 


ms 


Ru — ... (72 — 4) 


>r 
© 
5 
© 
Se 


Si les résistances R „et R,, sont identiques et égales à R, le tenseur 
résistance est donné sous forme de tableau des composantes (72 — 4). 
Le flux $ est la résultante de tous les flux d’induction qui traversent 
le rotor. Il y a induction mutuelle uniquement entre a et b (respective- 
ment traversés par is et 1") et entre c et d (i”, i"s) et réciproquement. 
En désignant par 9%, le coefficient d’induction mutuelle qui existe 
entre a et b et par A, celui entre c et d, par È ne Eme Enr Le les 
coefficients de self induction des bobines a, b, c, d, les diverses compo- 
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rme Ims imr mr rnr ins nr r 
santes de ® sont T RE OC a OIC TS DU de E Le JT LT et 
£ {s ona le tableau des composantes L ; 


NT ms mr nr ns 
k | 

ms Lis | I n | 0 | 0 | 

mı IE n | L mr | 0 0 
(72-5)... L= 

nr 0 | 0 L ar IE , 

| 
INE | À 


ns D a 


Ce tableau L se décompose en deux pour avoir la quote-part stato- 
rique L et rotorique L, 


Il vient : Ni ms mr nr ns 
k | i 
ms L ns | IE à | 0 | 0 
(72—6)...L — A ne À 
ns 0 | 0 | JM , Las 
| 
NI ms mr nr ns 
k 
mr I n L mr 0 0 
L, = , 
nr. 0 0 L IE 


Le tenseur couple G „ contient tous les termes renfermant p8 
(71 — 4). 

En vertu du théorème du § 70, on l'obtient de G, en intervertissant 
les mr et les nr et en changeant de signe les nr dans L, 


NI ms mr nr ns 
k ; 
ms) 0 | 0 | 0 | 0 
mr 0 0 | À pr | IE a 
to Ge 
nr = IE m = L nr 0 | 0 
nol a | 0 | 0 | 0 
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Si l’on désire reconstituer le tenseur Ap il suffit de constituer un 
tableau unique avec (72 — 4), (72— 5) et (72— 7) et l’on retrouve 
(72 — 3). 


Symboliquement : 
TPE Re v =R E+L, pt GË pO 
ou encore : 
(JAE ees v, = Zu 


L'ensemble des éléments de la machine se comporte comme une 
impédance généralisée Z, 


IT wy a rien d'étonnant de retrouver la loi Ohm symbolique pour 
l’ensemble du système puisque, à chaque partie intégrante de ce sys- 
tème, cette même loi est appliquée. 

Néanmoins, cette écriture compacte permet le calcul de Zp 


Interconnectons les différents éléments (a b..) de manière à cor- 
respondre à un type de machine bien déterminé. 


Le tenseur de transformation C? est donné, son application corres- 
pond à un changement d’axes a $ et nous obtenons l'équation caracté- 
risant cette machine sous la forme symbolique : 


MA 

D, = CE 12 
(12-=— Oera kag 
avec Z,» = A Co 


Z,a est appelé le tenseur d’impédance transitoire. 
b) EXEMPLE. 


Soit un moteur à répulsion qui, schématiquement, est représenté 
par la figure (72 — 2) ; il est constitué par un enron- 
mE lement statorique ms et le rotor est en court-circuit 
par une ligne de balais faisant a degrés avec m. 
Désignons par is et i les nouveaux courants. 


Ona: 
NS — js 
INT — IT COS a 
ir = i sin a 


Fis., (72 - 2). 
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Le tenseur de transformalion Ci est 


Na S ik 
k 
ms 1 0 
O E = mrl © J|cosa 
nr 0 sin a 


Comme il ny a qu’un seul enroulement sur le stator R, = R, etc. 
Le tenseur Z se réduit à : 


i 
REL, P INC p 0 
JC p Eo L, p° o.. (72 — 12) 
— I p 0 Dit RTL .p 


- = x lc E LS 
de sorte que Z 2B — 7 G E 


N8 S r 
pi 


S REL p NE p eosa 


... (72 — 13) 


r 


JIE (p cosa — pè sina) | R'+£L,.p. 


Le couple moteur C, s'obtient en partant de G (72 — 7). Par double 


multiplication de G,, par le tenseur de transformation (72 — 11), il 
vient : 


| 
(72 — Ab ss Creer À 1 — JE sin a 
de sorte que : 

(72 — 15).... C, =- i I sinat. 


Le tenseur impédance correspond au régime de fonctionnement éta- 
bli, c’est-à-dire, lorsque la machine tourne à vitesse constante ; il est 
obtenu en partant de (72 — 13) en remplaçant p par jo et p6 par 27N 
et en utilisant la notation des réactances, il vient : 
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NP 


#4 
l 


R, +J, JX,, cos a. 
(72 — 16).... Zag = 


2x N f 
Xa £ COS Q — Ee sin ) R, + jX. 


c) EXEMPLE NUMÉRIQUE. 


Avant de passer aux valeurs numériques, recherchons les différentes 
expressions qui explicitent le fonctionnement du moteur à répulsion 
« Thomson ». 

Si nous développons lľéquation générale (72 — 10) en partant de 
(72 — 16), il vient : 


(R, + jX) E + OX, cos o à = v, 
2x N 


(TR e A l COS a — sin a) & + CR. FJA = 0, = 0 
puisque les balais sont en court-circuit. De cette dernière formule on 
tire à qui, remplacé dans la première, fournit la relation qui existe 
entre la d. d. p. agissant aux bornes de la machine, soit v, et linten- 
sité du courant absorbé is : 


,22xN a . 
| ART E X?’ sin acosa 
B SE Rss "> 
2x N , ., 

R R, F À X, + X° cos? a + j R. X. + R. X, + a X in sin & COS à 

= Lie 
R, + JX, 

...(72 — 18) 

La puissance absorbée est D I =W; 

La puissance mécanique utile est W = 2a N JX sin a is t. 


7 
[24 


wW 

De plus, (72 — 18) détermine les ‘caractéristiques de la machinë. 
Ainsi, en attribuant à N des valeurs différentes, on obtient le dia- 
gramme du cercle pour À, = Cte. 

Numériquement : 

Soit un moteur monophasé à collecteurs, moteur à répulsion 
(4 pôles). 


Par conséquent le rendement n — est déterminé. 
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L’angle de calage des balais est de 30° (cos a = 0,866 et sin «a = 0,5). 
Les données relevées expérimentalement, ou précalculées, sont pour 
la fréquence 50 : 
X — 8,6 ohms. 
X = 6,35 ohms ; R — 0,465 ohm. 
X. = 1 ohm ; R, = 0,12 ohm. 


La formule (72 — 18) donne : 
€ x 7 
0,05 — 6,85 + 9,75 + il 0,76 + 0,465 +- DS 50t 


E — — 


= 0,12 + jl à 


S 


2 x N 2 x N 
= 1,63 + 5,64—— — j| 33 — 0,67 l 
w (60) 
Eu égard aux quatre pôles de la machine, N doit être doublé ; on 
trouve i lorsque v, est donné. 
D’autre part, la formule (72 — 17) s’écrit numériquement : 


Inx N 


3,6 | j 0,866 — — 0,5 
w 


ts 0,19 + j1 


JxN / À x N 
= 3,1 — 0,215 — EI 1,8 —— + 0.37) 


par suite, l’angle de décalage de is sur à est donné par : 
2 x N 


© 


— 1.8 — 0,37 


2xN. 


&) 


9,1 — 0,215 


et la formule du couple électro-magnétique (72 — 15) est : 


36 
Ca = Six 0,5 isi” cos y 
(ce dernier résultat est à doubler si on reprend le nombre de tours 
réel). 
Les différentes valeurs sont consignées dans le tableau suivant 
établi dans Phypothèse où X „ est constant. De fait, à cause de la satu- 
ration magnétique, À, diminue lorsque les courants augmentent. 


r 
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On peut en tenir compte en refaisant point par point les calculs. 

Néanmoins, tels quels, les résultats cadrent avec l’expérience à 
moins de 5 % près. 

Les courbes, figure (72 — 3) traduisent les diverses propriétés du 
moteur étudié. 


Z A 


sn 


743 


O 4 2 3 4 5 6 7 8 9 40 41 42 43 44 45 16 47 18 19 20 24 22 25,84 25 


AMPERES 
Fig. (72 - 3). 
$ 73. — CONSIDERATIONS D'ORDRE GENERAL 


a) Reprenons la relation (71 — 7) appliquée à une machine déter- 

minée ; 
= — rl rl L 

(hotes DR AE 2. pi GES 

en multipliant par i pour avoir la puissance (71 — 9), on a : 
le rke — gk 1 rke L rie il 

(73 — 2).... v 16—i R,,Ë +1 L,,pÜ+i GUO 

Le couple moteur n’est autre que l'expression : 


(73 — 3).... C p = RG 


nt 


Le tenseur couple G,, peut se décomposer en la somme d’un tenseur 
relatif au rotor et au stator ; le second indice étant s ou r. 
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Ainsi G (72 — 7) se décompose en : 


T sa mr nr 
e l {e 
mr 0 IE n T 0 | L ar 
G = et G. = a g Sh: a (73 E 4) 
js | 0 


nr | — JE, | 0 
| 


Le couple moteur s'écrit alors : 


C = Gi + Gi E 


m 


Si la machine n’a pas de pôles saillants, G, est nul ; le premier terme 
subsiste seul et une telle machine ne présente pas de réaction sur le 
pôle (puisqw’il n’existe pas). 

La démonstration est immédiate car, dans ce cas, vu la symétrie, 
il est évident que le module de L „esl égal à celui de £» de sorte 
que i*Gli s'évanouit. 

G est un tenseur symétrique, tandis que G, est un lenseur SvmMé- 
trique gauche. La décomposition de G,, est toujours faisable de cette 
manière et le tenseur symétrique gauche disparaît en même temps 
que la saillance des pôles. 


b) Considérons une machine du point de vue mécanique et soient r 
les résistances de frottement, M la masse et C le couple électro-magnc- 
tique à un instant quelconque de ìa période variable du mouvement ; 
la loi fondamentale de la dynamique détermine le couple moteur 
(force généralisée). 


f => rp Ô M p? 9 — C 
soit cn notation tensorielle : 
(73 — 6)... f = rp8 + Mp8 — GE 


Les deux relations (73 — 1) et (73 — 6) se combinent en une seule 
qui représente le comportement général d’une machine ; elle a la 
forme : 


(73 — 7).... D. = RU + a PE + est 


k klm 


Le tenseur résistance R,, est consiruil en partani des résistances 
électriques des enroulements et de la résistance r de frottement du 
rotor : 
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A mr nr ns S 
k 


ms | R 0 0 0 0 


ms 


ns 0 0 0 R 0 


(Po) 
D 
© 
© 
© 
~ 


De mème, les coefficients de self-induction et d’induction mutuelle 
se combinent avec le moment d'inertie 2 du rotor : 


nams mro n ns S 
K! 


ms | £ _ IC 0 0 0 


ns fr 


mr | 9% Lee 0 0 0 
(73 = 9) aau a | 


kl 


Il 


n 0 0'2 Æ 0 


ns' 0 | 0% £ 0. 


slol 01 0) 0) 2 


T am St obtenu en partant des tenseurs G,, et — Gp 


Foutes les composantes contenues dans les cases hachurées son: 
nulles. 


600 m) 


Fig. (73-1). 
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c) Gabriel Kron a caleulé quelques tableaux qui sont reproduits 
ci-après et qui donnent les tenseurs de transformation C? correspon- 
dant aux diverses machines utilisées. 

Etant donné les éléments d’une machine, le premier tableau montre 
les différents modes d’interconnection généralement rencontrés. Jus- 
qu’à présent, avant une transformation, les axes étaient représentés 
par des lettres romaines et après transformation, par des lettres 
grecques explicitées par les dernières lettres de l’alphabet. 

Il est assez difficile de se conformer rigoureusement à cette nomen- 
clature, les anciens axes sont toujours indiqués par les indices ms, 
mr, etc., et les nouveaux par une lettre quelconque, par exemple r 
(rotor), f, etc. ; aucune confusion n’est possible ; le schéma montre 
les courants. 

Dans certains cas, par exemple lors de la mise en série de deux 
éléments, le courant avant et après le changement d’axes n’a pas 
changé de dénomination ; cependant, suivant que le nombre d’am- 
pères tours avant et après se trouve modifié, compte en est tenu à 
l’aide d’un coefficient n (nombre de tours). (Voir tableau I, figure 1.) 


Dans les tableaux II et III on trouve d’une part, le moteur schéma- 
tisé et d'autre part, en regard, le tenseur de transformation. 

Lorsque deux balais d’un rotor sont réunis transversalement par un 
trait plein, ces balais sont en court-circuit, si l’enroulement est tra- 
versé par un courant donné par le truchement des balais, la liaison 
est indiquée par un trait ponctué. 

Dans les trois premiers tableaux, les composantes du tenseur sont 
des scalaires ; les formules de transformation du passage d’un système 
d’axes à un autre sont linéaires (les G, sont des constantes) tandis 
que dans le quatrième, certaines composantes sont fonction du temps 
(0 = wt), de sorte que les transformations cessent d’être linéaires et 
ainsi que nous l’avons déjà vu, ce cas correspond à l’utilisation d’une 
géométrie non euclidienne. 


$ 74. 


a) Le système d’axes mobiles s’introduit naturellement lorsque le 
rotor de la machine est muni de bagues ou lorsque les balais sonl 
tournants. (Par exempie, dans la figure (72 — 2) l’angle a tourne avec 
le rotor.) 


— 
Si i = C it est la formule de transformation pour le vecteur 1 
(tenseur de premier ordre), nous avons vu dans l’étude de Fanalyse 
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Tableau I 


r 


/7f2//c0$ à 
ET LR 7/2 X 


[lzi Os X 
l =i 0 « 


F g 


[zos à - LTs B ar 
IV 2 jyn Q&Q +19 COS 8 ar 


47 7 


17 :/%c0S$ 0 -1/13 6 mr 
197 2/9 9/7 © -/7coS 6 aj 


[7 =1”c0s 0 
PP SI DAO 


x a 
F M_E g K 
m [= COS X -1° SIN X + £ g m n 
4170s 04i ? car 8 
o /-iÿha-/fcor + ? cor 


+ IPSN 6 +i COS 8 


PA LP VKG 
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Tableau II 


NS 
V] āo | 
COS OŒ # COS R 


MOTEUR A REPULSION À CAÇE D ECUREUIL MOTEUR COMPOUND COURANT CONTINU 
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Tableau III 


77 


I 
Pr n < 
HT 
i PE RPE 
R E Ar C d = mrj s | 2 
j 


CHANGEUR DE PHASE SCHERBIUS 
TE 


a O 

==, 
Di 
ANSE TRS 


CHAÎYGEUR DE PHASE LEBLANC 


mr 
77 
ALS 


O 
crecres. 


ojana aro 
Q 


ALTERRATEUR lIONOPHAJE 


mr [o |corelune 0. 
or folorekare | 
o [o fr 


NS 


XK 


CONVERTISSEUR SYNCHRONE 


7 


L m lo Lr alerajr] 
Ar aT 


JIOTEUR WEICHSEL CONVERTISSEUR DE FRÉQUENCE 
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Tableau IV 


S CONTRÔLE DE LA VITESSE “SYSTEME SCHERBICS y 
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tensorielle, § 18, que, dans le cas général, lorsque ti varie, les modi- 
fications di”? ne sont pas représentables par un tenseur, sauf lorsque 
la matrice de transformation est un tableau de constantes. 

Si les composantes de C” sont uniquement fonction du scalaire 0 
(8 = ot), oa: 


sk 
(24— I dis = dit CË + it © d0 
i 20 
La longueur dif est différente suivant qu’elle est évaluée par un 
observateur fixe (axes k) ou par un observateur mobile entrainé avec 
le système d’axes o; cependant les deux observateurs mesurent le 
même vecteur absolu. 
À rie > : y k 
L’observateur fixe évalue dit qui est plus grand que di* C,de la 
EE E 
quantité i” CA dô. 
0 0 
Le diagramme vectoriel le montre clairement. Soient deux axes 


— > : 
orthogonaux k et l et soit OA, un vecteur qui, au bout du temps di 
se transforme en OB ; il a tourné d’un angle â et son amplitude a 
également varié. Pour le système d’axes fixes, 


di! est représenté par AB. 

Supposons qu’au temps t, le système d’axes 
mobiles aß, orthogonal également, soit en 
coïncidence avec le système kl. Au temps dt 
suivant, les axes mobiles ont tourné d’un 
angle d 8 et sont représentés en «a et B sur la 


figure (74 ~ 1). Pour l'observateur mobile, 
am A 
OA a tourné d’un angle = à — d 0 et le vecteur 


Fig. (74-1). 


occupe la position OB’ ; pour cet observateur, 
———> 


la variation du vecteur est di* représenté par AB’ égal à di? C. 
On se rend compte que AB est plus petit que AB et que B'B est 


égal à ia dO H 
30 


Le module de ce vecteur B’B est égal à 12 d8 et le terme entre 


ðC ; Ken 
parenthèses == est un opérateur qui fait tourner ce vecteur de 90° 


par rapport à OA. 
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La loi d'Ohm appliquée à un enroulement quelconque est dans le 
système des axes fixes : 
di | 
(74 —2).... D, = RE + La gr -4 2N Gyl 
—> —> 
Les relations qui lient les vecteurs v et i pour passer du système 
d’axes fixes au système d’axes mobiles sont : 


(74 — 3)... v, = vg Chet Ë= iP C} 
de sorte que, en substituant dans (74 — 2), il vient : 
dìl à Cho dO 
3 l 0 l 5 l .f 
E A + LÉ RE ar + 2N GaC A 


. . , ‘u? k 
el en multipliant les deux membres de cette égalité par C,, on a. 


(2 


R ko k 8 l CEP E 
vo CÈ Ca =R Cg C3 iÉ +LaCg Ca gr t 2aN GaC Cr 4 
l 
à Ch 
+ L cris CB 
T E 939 
soit : 
di” 
5 
i pn 5 g 
+2 N Gag P +2aN Ly CS yy Ë 


Cette relation est identique à celle déjà rencontrée (72 — 9) à eela 
près que le dernier terme, terme supplémentaire, représente une f. e. m. 
due au mouvement de rotation des axes tout comme en mécanique 
rationnelle, apparaît l’accélération de Coriolis dans les mêmes con- 
ditions. 

Dénommons avec G. Kron ce terme supplémentaire, la f.e.m. de 
Coriolis. 7. 


40 
D 


Dans ce terme, est un opérateur qui effectue une rotation 


DO 
de 90° au module du restant de l'expression qui représente une densité 
de flux ®. 

I est clair que la somme de toutes les tensions mesurées par les 
deux observateurs fixe ou mobile est identique. 

Toutes les f.e.m. dues au mouvement constituent le tenseur 
«tension-motionnelle ». Il comporte deux termes, le premier, 2x N Gi 
est l’expression de la f. e. m. induite due au mouvement du rotor dans 
tous les axes roloriques et statoriques. 
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Le tenseur « tension-molionnelle » peut s’écrire sous la forme sym- 
bolique 2xN Fi en posant que : 


CFE re F = G+V 


c’est-à-dire qu’il est égal à la somme du tenseur couple et du tenseur 
Coriolis. 

Nous pouvons résumer la physique des phénomènes très simplement 
de la manière suivante : l’observateur fixe mesure. 


d ® 


1) une f.e. m. Era dans tous les axes rotoriques et statoriques 


lorsque le rotor de la machine est calé et que les courants varient ; 


2) une f.e.m. 2a N J€ dans les axes rotoriques seulement lorsque 
le rotor tourne et que les courants sont constants. 


L observateur mobile mesure trois f.e.m. : 


d è 
dt 
rotor est calé, que les axes mobiles sont stationnaires et que le cou- 


1) dans tous les axes rotoriques et statoriques lorsque le 


rant varie. 


Cette mesure donne un résultai plus petit que celui du cas précé- 
dent fait dans les mêmes conditions. 


2) 2x N Æ dans les axes rotcriques lorsque les axes mobiles sont 
stationnaires, que les courants sont constants et que le moteur tourne.. 


3) 2xzN % dans les axes rotoriques et statoriques, lorsque les 
courants sont constants, le rotor calé et les axes de références mobiles. 


L'expression (74 — 4) se transforme en : 


Q 


La formule de transformalion de F, est la suivante : 
de 


l 
(74 — 7) Fu =G CG +L, € À 
perm Sa A A T 
dans laquelle, non seulement la matrice de lransformation C apparaît, 
mais encore le tenseur L,, qui, pour la machine, joue le rôle du tenseur 


métrique g, pour la géométrie. 
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Si l’on pose que : 
(74—8).... Z =R + Lp + 22N F, 
Péquation générale de la machine se ramène à la forme canonique : 
(74—9).... V= Zi, 
formule qui est la loi Ohm et dans laquelle Z est une impédance 
généralisée. 

A partir de ce moment, le calcul est ramené au cas que nous avons 


rencontré pour les machines dont le système d’axes de références 
était fixe. 


On peut décomposer les différentes matrices ou tenseurs de la même 
manière que cela a été fait pour obtenir les différentes caractéristiques 
des machines et objectiver le comportement de chacune des parties 
constitutives. 


b) Nous allons étudier un exemple simple qui précise la suite des 
opérations à effectuer. 

Considérons un alternateur polyphasé à pôles saillants. 

La matrice de transformation pour cette machine est donnée par 


le tableau II (fig. 16), (les enroulements ms, et ns sont supprimés : 
Lms Z £) Ona: 


Nas a b Nes a b 
k | k i 
1 0 | 0 D 0 0 
Nr di —— — | | ~ 
Ck = 0 cos 0 — sin 0 par suite: | o cos 0 | sin9 
C = 
c A 
0 sinð | cos 0 0 |—-sin0 cos | 
Calculons la matrice correspondante à = 
0 
NES o Mo oo b 
ETT 
TC 0 0 |-sine|—eose 
2 0 
0 | cos 0 | — sin 0 
| | 
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Pour la machine synthétique, l’impédance Z „ est donnée par la 
relation (72 — 3) qui, pour ce cas, se réduit à : 


Nd ms mr nr 
k 
ms | r + LP AC p | 0 
AT = | 
mr JT p rF LP L PO 
nr | — IE p9 | L PRIE + LP 
| 
he JT 0 
oo 2, 
avec L = | M | É ar 0 et G 
— M — £ | 6 
0 o | e. 


On obtient Zas par la formule (72 — 10) : 


Geddes Ze 700 où C7 C 
d’où : 
N s a b 
s r +p £, JM, Cos 0 — XX, sin 0 
@ + Lp pP) cos? 8 Lar PO sin? € 
JIE (p cos 9 POFA sin 0 + £, p9 ceos? 0 
a . 
k p ` Su 0 + (2, A L nr P 0 F CE y — L nr) P 
Zag = sin 0 cos 0 sin 0 cos 8 
et L nr p® cos? 0 Ge HA p) sin? 9 
— E (p sin Y =L p9 sin t +£, p cos? 8 
b | 
+ p0 cos 6) + Gi ee DD +(L,.—2,,) p 9 
sin 0 cos 9 sin Ô COS 8 
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C) as a b 
RIT =: | 
0 | — ME sin 0 — JC cos 9 
| 
DED : a aa 
L = 0 — L sin 8 — L cos 0 
à 8) 1r nu 
0 L. cos 8 — f Sin 6 
Ka S a b 
or Se CEE 
ms 0 — JE sin 8 | — JC cos 0 
` E E E., — L cos? 8 | 
à k MF mF 
V = C L ® C = mr 0 ( ni HT | l 
2 x sin 0 cos 8 | — £, sin? 8 


| | Lu sin” 0 (ArT R p 
nr (0. | 


es - COS” 6 X sin 8 eos 98 


| n 


La matrice « impédance transitoire » est la somme de V p8 + Zag 
Avec la remarque que si opérateur p porte sur tout ce qui est écrit 
après lui [par ex. : p NC cos 8 = (IE cos 8 p + IK sin 9 p 0)] 


il vient : 


d) S a b 


S rE ÀL,, | p IE cos 0 — p IC sin 9 | 


| (r, T P La) cos” j 3 
a p IE cos 0 pL, — L) sin 8 cos & 
| + p£, sin? 0 i G 


P Lpr o E nr) sin 0 (Fr, + n L . sin? 0 
bD | — p IE sin 8 | 
: x cos 0 + p£ cos? 0 | 


par conséquent, on obtient encore 
v= Zi 


Pour un alternateur monophasé b = 0. Les matrices sont encore 
beaucoup plus simples. 
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$ 75. - CIRCUITS COMPRENANT DES TUBES ELECTRONIQUES 


«) Les cristaux détecleurs, les redresseurs, les lampes électroniques 
à plusieurs électrodes, sont des conducteurs qui ne suivent pas la loi 
d'Ohin, les intensités des courants qui les traversent ne sont pas pro- 
portionnelles aux différences de potentiel agissantes. 

Les variations de potentiel À v produites autour d’une valeur 
moyenne v dans l’un des circuits, entraînent des modifications de cou- 
rant différentes dans chacun des circuits d’un tube électronique. 

Pour traiter le plus simplement la question sans entrer dans les 
raisons physiques qui causent ces différentes variations, posons que 
dans un circuit d'ordre quelconque k, si vp v,... sont les différences 
de potentiel appliquées aux grilles, et v, la différence de potentiel 
appliquée à la plaque, 


Dole D (ste) 


De 

Les modifications A Vp Av... autour des valeurs moyennes U Dis 
des potentiels, entraînent des modifications A i exprimées en diffé- 
rentiant chacune des équations représentées par (75 — 1) 


| 3 ;k ss dE 
(759). Ai — X AD + SAR AD 
op: i À Up Vy 
or, 
pe D iE : 
(79 — 3).... - =a 
c UI 


est une conductance mutuelle ou une self-conductance suivant que les 
indices k et I sont différents ou identiques. 

YF est la conductance du circuit k lorsque le potentiel de la grille Z 
est modifié. 

Si les caractéristiques du tube peuvent être envisagées comme recti- 
lignes pour les modifications A^ į et Av envisagées, les coefficients diffé- 


; à [E 
rentiels - 
o DI 


(L'indice l inférieur affecte le dénominateur de la fraction ; dans F 


= Yk! sont des constantes. 


R 
. . . . p œ CU € > r , r 

il devient indice supérieur ; = est une impédance représentée par 

Jd 
Z,,: l'indice k est un indice supérieur au dénominateur et, dans Z, 
il devient un indice inférieur.) 
D'une manière générale, on a : 
A LS — YAI A V, 


CEE Dr 
Av = A 
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L’admittance Y#! est représentée par le tableau suivant : 


NZ a Dig EEEREN p 
k | 
QE Que o i 
El O Vi I Ve = | 3o, 
Var i o i CRU 
B i Q Va 2 Vp 
E ... (75 — 5) 


QD 


| LP à 1P à IP 
p 0 U à d Up d Up 


Dans chacune des cases se trouvent indiqués les coefficients différen- 


Fis 5i | A 
tiels < l qui, étant des conductances, peuvent s'écrire sous la forme : 
SA 
NE: 1 b ETY i. 
k D SE tie pu | 
n|G |G G 
aa ab ac 
y% = b Gr Go | 
... (75 — 6) 
| 
P| | | |6 
Gaw C G, sont des self-conductances dont l'inverse est une résis- 
tance ; ainsi, par exemple : 
1 
(75 — 7)... Go = F 


est la résistance offerte par le circuit cathode grille b, lorsque le cou- 
rant i dû aux modifications de v, varie. 

Gy Gy- sont des conductances mutuelles ou contrôlées ; posons 
que le rapport d’une conductance contrôlée à la self conductance du 


circuit envisagé est un facteur d'amplification k, ainsi : 


Cor 
(75 — 8)... md 


aa 
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A cause du mouvement rapide des électrons qui se déplacent dans 
les tubes, la physique est telle que G est différent de G,,, il en résulte 
que les tenseurs et les matrices rencontrés dans l’étude des circuits 
comprenant des tubes ou des cristaux ne sont plus symétriques. 

Avec les relations (75 — 7) et (75 — 8), en indiquant par g la grille 
et par p la plaque, le tenseur admittance d’une triode s’écrit : 


u g P 
R 
1 k 
oF. S 
r r 
psg). de), 7 7? 
de 1 
p r r 
p p 
et l’on pose pour abréger k = k et À = k car aucune ambiguïté 
yp g D p 


n’est à craindre dans ce cas simple, de sorte que : 


1 | k | 
j g i 
r r 
| g g | 
yki — | 
k, © 1 
r ! r 
p p 


1 


Généralement, on connaît les impédances des circuils qui sont con- 
nectés aux lampes électroniques pour lesquelles les tenseurs admit- 
tance sont connus ; nécessairement, il faut transformer ces derniers 
en tenseurs impédance. 

Pour la triode, le tenseur impédance est donné par : 


r | -kr | 
a a p 
5 |F 
S = | A _ B : 
(75 — 10).... Za = où ®=1 k, k, 
ESR 2 1 
2 gi 
D | D 


On obtient le tenseur impédance correspondant à accouplement des 
différents circuits à la triode par application de la formule (68 — 1), 


soit: Z = C (Z + Z” + ....) C. 
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Dans ce tenseur de transformation Z, il apparaît deux parties priu- 
cipales, l’une relative au tube et 
Pautre relative aux circuits. 

b) Considérons le cas général 
d’une triode ; une impédance ab... 
est insérée entre chacune de ces 
électrodes (b, d, f, seraient, par 
exemple, les capacités internes de 
la lampe) (fig. 75 — 1). Fig. (75 -1). 


Pour séparer les circuits de la triode proprement dite, considérons 
les figures (75 — 2) et (75 — 3) dont la juxtaposition donne (75 — 1). 


Cathode 
Fig. (75 - 2). Fig. (75 - 3). 


Les différents circuits constitutifs s'écrivent en le tableau suivant 
où deux axes g et p ont été introduits à dessein pour permettre l’inter- 
connection des circuits et de la triode. 


l a b C g p d f 
alajojojojojo]o 

b| o|» |ojļoļofjofo 

e r PIRIeT 

L= gjo ļoļojojoļ]ojo | 75-19 

pi 0 ojļojojojo| o 

ao po o ee 

fio oļojojojo]7 


1] 
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Le tenseur de transformation se forme facilement : 


NP a b c g p 
0 


AE |o 0 | 0 
b 0. 1 10 0. 0 
co jojıjoj o 
Cug = gO jo | ojal o (75 — 12) 
p o 0 | 0 01 
d| 1 A o| 1 |0 
f| o0 ee oja 


de sorte que lon obtient le tenseur impédance Z, g de l’ensemble du 
système circuit triode en remarquant, comme cela a déjà été fait au § 69 
que les axes g el p sont les mêmes avant et après l’interconnexion : 


w. 4 b c g } 
a | 
a atd ad o d | 0 
b -d |b+a+t -f| -a | f 
| | 
el © | =f +f | 0 | f 
Le | | | | ..(75 — 13) 
1 kr | 
d — d 0 y9 | gp 
9 d + S | T 
0 f -f k, r, f n r3 | 
P es L 5 | 


C) ÅMPLIFICATEUR SIMPLE A RÉSISTANCE. 


Nous retrouverons très simplement les formules élémentaires corres- 
pondantes. 

L’amplificateur est réduit à la figure (75 — 4). 

Les impédances a, b, c, d, sont inexistantes (pas 
de capacité entre les diverses électrodes) et l’impé- 
dance f est égale à la résistance extérieure R du on 


circuit plaque. Fig. (75 - 4. 
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Le tenseur impédance se réduit à : 


Pa . k, r, 

D D 
(753 — 14). Zag — 

= k, ra R +r 

D a) 
d’où : 
(Too D v =r is — k, r Ù 

D v, => k, ra + (R+ 1.) VE 


En tirant à de la première équation (75 — 19) et en le remplaçant 
dans la seconde, ïl vient : 


OR RS a 


Soit 


R 
oe 10)2:e: k v = 0?|r +—— 
( ) v, + k,v, nue S 
Si le circuit plaque de la lampe triode ne contient pas de résistance, on 
a équation caractéristique de la triode r, D v, + kv, sous sa forme 
bien connue. 


d) Examinons le cas général où les caractéristiques de la lampe ne 
sont plus rectilignes. 


Les équations ne sont plus linéaires et il est évident que le tableau 
(75 — 5) dont chacune des cases est une dérivée par rapport à une gran- 
deur vectorielle ne représente plus un tenseur ; ce sont des arrange- 
ments des dérivées qui prennent la forme tensorielle (symbole da 
Christoffel). 


Cependant, il est possible de tourner les difficultés dans le cas des 
tubes à électrodes multiples ; le procédé employé fait apparaître de 
nouveaux tenseurs d’incontestable utilité en radio-technique. 

Soit y une fonction de x ; développons-la en série par le théorème 
de Taylor ; Paccroissement de y est donné par : 

© 1 y À 1 y 


Ag => 2Ax+ x2 + 


=m TEn - = ANS ES tee 
ve 2: OL e o 


Considérons n fonctions yt et y? de deux variables indépendantes 
x! et x2, soient y! = ft (xt, x?) et y" = f” (xt, x?). 
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Le même développement donne : 


7 i ar zl J21 
Ni E 2 y J Axi + ne 0 . A xt A xt + TI AIA 
à x! ax!ta x! àx'è x” 
—+ 
9 y! à | 2? y! 127 
ee Aa) + | + SN amaat+ J O ANAT 
à x? 2 2x2 x! 2x à x! 
1 A5 ,,1 Axe 
Į 17 i 
+ — e g A £i AZIA x! + Pg SARATA exis 
6 3x!'9x!'3x! à x!Q x! à x? 


soit, sous une forme plus simple pour la m°"e des n équations : 


à y” 1 e 27 m 1 23 gm 
A y" — A x” + J AL? ALE +- —. á AZ AZKA 
3 dr 2 dx" à x 6 Dar Ixl 


qui représente les petites varialions de y autour de la valeur moyenne 
lorsque les æ se modifient de A æ. 


On peut encore l'écrire sous la forme suivante lorsqu'il s’agit d’un 
tube électronique à n électrodes : 


1 
(75 a io L A ju = Yonn A D, + Mn A V, ÀA D, + EA Dnnit AD P AD, Av 


3 y"? 


Yman est un tenseur car les sont constantes 


mn 
« 


(figs. 75 —5) et c’est le tenseur amplification. 
Mk est le tenseur modulation qui est égal à 


1 22 1 


75 — 1 burn Mine — 2 n 
í 2 i 2 o D, 0 Pi 


Vo  UotAU 


Fig. (75 - 5). 


Ainsi, pour la triode Y% a la valeur 


© i Ey | 
(75 — 19).... Yi = = D NE g i | 
< 
pg Gp A ee | 
] r r 
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et Marx est un double tableau : 


| IG oG g z or, 2 1 4, 
1 IV, | IV 1 ro Ve re 0, 
D] 9 
oc, | o a o Go 0 He 
ot D, ou D, 
....(75 — 20) 
dG Gag Go ð G ao 
; 0 V, |o V, i d v, dv, 
pl A =a 
2 |36| 2G, 2 or, | —3rp 
THELA r, Vgl Tp ðD, 


Îl faul évidemment se souvenir que, pour un tube donné, toutes les 
électrodes autres que celle sur laquelle on agit sont supposées court- 
circuitées si des impédances connues sont insérées dans les divers 
circuits, les v représentent les variations de potentiel aux bornes des 

diverses électrodes. 


m olance 7 . 
PS : , Exemple : 
EE Considérons un cristal detecteur ou 
Cristal t , i de. 
En  — une triode placée en série avec une 
y" e” impédance (R et £ ) (fig. 75 — 6). 
Fig. (75 - 6). Le détecteur est non linéaire, par 
suite : 
| à 
Ai = Y’ Av’ + M/(Av')? avec Y'= ET 
1 Cr 
19-91): et M' = —— 
2 à (v)? 


Pour limpédance Z”, on a: 
Ap”? = ZY NU” 
Comme les deux sysièmes sont placés en série, par suite 


A’ = A = Ai et Av = Av’ + Av’ 
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Pour l’ensemble, on aura le système : 


AM = Y’ Ap’ + M’ (AU! )2? 
(75 — 22).... 

AD’ — Z” AI 
qui s'écrit finalement : 
(75 = 23). Ai = Yap + M (Av)? 


et dans cette équation, il faut exprimer Y et M en fonction de Y’ et M’ 
connus. 


Or, Av’ = Ap — Z” Ai = (1 — Z"Y) Av — Z”M (Av)? 


d’où : 

Ai = Y (1 — Z'Y)Av + [M (A — Z"Y; — MY'Z/] (Av)? 
et 

Y = Y A — Z"Y) et M = M'G — Z"Y): — MY’72" 


En ce point du raisonnement intervient une observation délicate. 

Lorsqu'il s’agit de courants sinusoïdaux, la fréquence de (Av)? n’est 
pas celle de Av, de telle sorte que dans le second terme de M où inter- 
vient Z”, l'évaluation de cette dernière quantité est rapportée à cette 
fréquence. 

À supposer que le courant est la somme de deux courants sinusoiï- 
daux de fréquence w’ et œ” ; le terme de Z” doit être pris aux fré- 
quences œ% + œ”, de sorte que les parties imaginaires sont 
j (@ +o”) qui sont indicées par 7//o. 

Des deux dernières relations on tire : 

Y” 
(75—24).... Y — IZY = (Z! + Z- 
M’ Z’? 


et M = z Z E r o =M Z” YP Y o 
Le problème est solutionné. 
Dans le cas simple traité nous avons eu à dériver des scalaires et de 
ce fait, les Y et les M étaient des tenseurs. 
Lorsque l’on envisage le cas le plus général, on se trouve à devoir 
dériver des quantités vectorielles et à utiliser les symboles qui per- 
mettent d’en faire des tenseurs ; ceci sort du cadre de cette étude 
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RÉSEAUX A COURANT ALTERNATIF 


$ 76. — RESEAU MONOPHASE 


Le générateur G est relié par deux conducteurs au récepteur À. Pour 
une différence de potentiel V donnée du générateur, la puissance 
moyenne P à laquelle l’énergie est fournie au récepteur est 


P = V. I. cos ọ ... (16 — 1) 


Si le déphasage ọ du courant sur la tension aux bornes du récepteur 
est connu, on détermine 7 pour une puissance imposée et ce courant I 
circule dans les conducteurs ‘de ligne. Après avoir fait choix d’une 
densité de courant à, on évalue la 
pour les deux conducteurs une sec- 
tion de cuivre 2 S. Le wattmètre se 
section d’un conducteur, ô S = J, soit 
branche comme il est indiqué sur la 
figure (76 — 1) : l’enroulement ampè- 

Fig. (76 - 1). remétrique est inséré dans le conduc- 
teur de ligne et le voltmétrique est 
branché aux bornes du récepteur. 


L’alternateur monophasé ne possède qu’un seul enroulement, réparti 
symétriquement sur le stator ou le rotor suivant le type de machine 
considéré. 


$ 77. — RESEAU DIPHASE 


Dans ce cas, le générateur est constitué par deux enroulements pré- 
sentant à leurs bornes des différences de potentiels V égales, mais dépha- 


sées temporellement de . Un tel alternateur est en principe constitué 


2 
par deux enroulements identiques, dont les plans des spires sont déca- 
lés spatialement de 90° l’un par rapport à l’autre, tournant avec une 
vitesse angulaire constante dans un champ uniforme. Par construction 


les tensions sont déphasées de 90° l’une par rapport à l’autre, quelle 
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que soit l’impédance des deux enroulements séparés qui constituent le 
récepteur. 

Supposons d'abord que le récepteur 
soit symétrique ou équilibré : les deux 
enroulements sont identiques, 4 fils les 
relient au générateur (fig. 77 — 1). 


/ 


Pour une puissance totale P absorbée & R 
par le récepteur, la puissance prise par l à 
chacun des enroulements ou par cha- 2 


cune des phases est 
Fig. (77-1). 
on V.I. cos ọ 
Il en résulte donc que pour une même puissance à transmettre, le 
courant traversant chaque conducteur est deux fois plus petit que dans 
un réseau monophasé, mais comme le nombre de conducteurs est 
double, il n’y a aucun gain dans le poids de cuivre. 


Les courants į, i, ont comme expression : 


i =1,.smot 
I 
et b= I, sin (ot) = 1,00 04 


1 intensité maximum, est la même pour les deux couples de conduc- 
2 


teurs. 

Il est possible de construire un réseau diphasé à trois conducteurs en 
réalisant un point commun aux enroule- 
ments du générateur et du récepteur. 


Supposons qu’à l'instant considéré, les 

courants i, et i, dans les conducteurs 

e extérieurs soient dirigés vers le récep- 

teur, le conducteur médian est traversé 

par le courant i = i, + i, dirigé vers le 
générateur (fig. 77 — 2). 


= 
= 


Fig. (77-92). 


1=1 .sinot— I .cos wt 
m mM 


tes | T 
I, NZsn(ot-— 
in y2 sin ( o 4 
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La construction graphique (77 — 3) est évidente. 


On peut réaliser une légère économie de cuivre par 
rapport à une installation équivalente monophasée ou 
diphasée à quatre fils. En effet, si l’on désigne par S 
la section de chacun des conducteurs capable de trans- 
mettre, en monophasé, au récepteur une puissance P 
sous une d. d.p. V avec un déphasage w, on trouve pour 
Fig. (77-3). le diphasé à quatre fils, une section totale : 


et en diphasé en trois fils : 


2S y pe 1+\2)s<2s 
z tg = 7 2 

Lorsque le récepteur n’est pas équilibré, quoique les tensions soient 
égales et diphasées, les courants į et à, 
ne sont ni égaux, ni en quadrature. 

Pour trouver lexpression de la 
puissance à laquelle l'énergie est 
fournie au récepteur branché à droite 
des bornes a, b, c, on choisit arbitrai- 
rement les sens des divers courants, 
puis on inscrit la puissance instan- 
tanée ; en se rapportant à la figure 
(77 — 4) on trouve : 


-=n 


p=v.i +v,.i to. i +1) Fig. (77 -4). 
= (v + v) i + @ +v) i 
et comme Doe v +v et v =v, +0 


il vient : 
D=v, 1 EU, 


Si A, et À, sont les facteurs de puissance correspondant aux phases, 
la puissance moyenne est 


Peas be ss Kosila (17 — 1) 
et si les courants sont sinusoïdaux 


P=V,.1,.cos ®,+ V,.1,.cos &, P o 
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Il est évident que si les phases sont équilibrées, comme 
V= V= YV et ARE P| = Py, = P 


Il vient : 
P= 2 V.l.cos ọ ... (77 — 3) 


La mesure de la puissance d’un récepteur diphasé non-équilibré, 
s'effectue en utilisant deux ‘wattmètres 
branchés comme l'indique la figure 
(77 — 5). 

La puissance absorbée par le récep- 
teur est égale à la somme des puissances 
indiquées par les deux appareils de me- 
sure. Il est possible de combiner les deux 
appareils en un seul ; il suffit de caler 
les deux bobines voltmétriques sur un 
axe commun ; la déviation de l'aiguille 
mesure la puissance totale. 


Fig. (77-5). 


$ 78. — RESEAU TRIPHASE 
a) ETOILE. 


L’alternateur comporte trois enroulements distincts symétrique- 
ment distribués et supposons qu’il développe trois tensions sinusoï- 
dales identiques et déphasées temporellement d’un tiers de période 
(les trois enroulements identiques sont déphasés spatialement de 120° 
l’un par rapport à l’autre). 


D, = V . sin ot D, = V,- sin (œ t — 120°) 
D, = V,- sin (œ t + 120°) 


Si Pon relie les trois phases du générateur supposé équilibré aux trois 


Fig. (78-1). 


phases du récepteur au moyen de six conducteurs (fig. 78 — 1), les cou- 
rants qui traversent les trois circuits sont également déphasés tempo- 
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rellement de 120°. En prenant l’origine des phases pour le courant i 
on peut écrire 


i =, .sinot l, = l -sin (œ t — 120°) 
Lt lo . sin (of + 120°) = I. sin (œ t — 240°) 
L'utilisation d’un réseau triphasé à six fils ne présente par rapport au 
réseau monophasé aucune économie au point de vue du poids de cuivre, 


la puissance à transmettre dans chacun des trois circuits étant ——. 


e) 
Lorsque les phases sont équilibrées on constate que la somme des 
trois courants de retour est nulle. 
En effet, 


i +i +i = 1,|sin ot + sin (»t— 120°) + sin (@ t + 120°)] = 0 


A condition de réunir les trois phases en un point commun, tant au 
générateur qu’au récepteur, il est possible de supprimer les trois fils 
de retour; on obtient 
ainsi un réseau triphasé 
a trois fils ; le montage 
est dit en étoile (fig. 
78— 2); l’économie ré- 
sultante est de 50 % de 


cuivre. 
On place parfois un 
Fig. (78 - 2). quatrième fil, fil neutre, 


indiqué en pointillé sur 
la figure qui réunit les deux points communs. Ce fil neutre est de 
section beaucoup plus faible que.les fils extrêmes. Si les phases sont 
parfaitement équilibrées, il n’est le siège d’aucun courant, Au contraire, 
en cas de déséquilibre, un courant 
d'échange y circule. On a affaire à un 
système triphasé à quatre fils dont un 
des principaux avantages est d'offrir 
deux tensions bien distinctes : tension 
entre neutre et phase et tension entre 


phases qui sont dans le rapport 1 à \, 3. 

Considérons un récepteur triphasé en 
étoile alimenté par trois fils (fig. 78 — 3). 
La puissance instantanée absorbée par 
le récepteur est par définition : 


Fig. (78-3). 


D E D a 


RÉSEAUX A COURANT ALTERNATIF 387 


Si le point neutre 0 est accessible, on peut mesurer la puissance au 
moyen de trois wattmètres branchés comme l'indique le schéma de la 
figure 78 — 4. La puissance moyenne absorbée : 


PV LEA Ve Ve SE D 


3 


est donnée par la somme des trois lectures wattmétriques et ceci quelle 
que soit la forme du courant envoyé dans le récepteur et quel que soit 
le déséquilibre des phases. Comme dans le cas du diphasé, les trois 


Me 


Fig. (78 - +). Fig. (78 - 5). 


wattmètres peuvent être combinés en un seul ; une seule lecture donne 


la puissance. 
Dans le cas de récepteurs équilibrés alimentés sous une d. d. p. sinu- 


soïdale triphasée, 


AA, = A; —=t0C08% 


et P—3V.I.cosco ... (78 — 2) 


Un seul wattmètre suffit. La valeur de la puissance moyenne est 
égale à trois fois la lecture "wattmétrique. 

Lorsque le point neutre n’est pas accessible, il faut changer de mé- 
thode de mesure soit en créant un point 
neutre artificiel, figure 78 — 5, soit en utili- Ke 
sant uniquement les différences de potentiel k 
Vio Vogs Va, Qui existent entre les fils de lignes. 
Dans le cas d’un récepteur équilibré alimenté 
sous une d.d.p. sinusoïdale triphasée, le 
diagramme vectoriel (fig. 78 — 6) permet de 
trouver la grandeur et la position des vecteurs 


— 


Vis Voss Va, par rapport aux vecteurs V, V, Va 


Fig. (78 - 6). 
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Comme = D» 

= Vos 

a Dar 

On voit que 
Vatva Vys Veya 
avec 
V Vo Ye 
et la puissance moyenne 
P=3V.I.cose = 13 V'.1.cos ç . . (78 — 3) 


Il faut noter que œ est toujours le déphasage de I sur V et non de 


I sur V’. 


b) TRIANGLE. 


Reprenons le réseau triphasé à six fils. En remplaçant deux conduc- 
teurs appartenant à deux phases différentes par un seul, on réalise un 


Fig. (78 - 7). 


Les d.d. p. entre les fils de lignes 


quées aux phases. Considé- 
rons le récepteur en triangle 
(fig. 78 — 8). 

Pour mesurer la puissance 
à laquelle l'énergie est four- 
nie à la droite des points 
a, b, c désignons par v’, v”, 
v”? les d.d.p. entre les 
points de jonction a, b, c, 
et les sommets du triangle 
récepteur, par V}, Va, Vo les 


réseau triphasé à trois fils (mon- 
tage en triangle) (fig. 78 — 7). 
Chaque conducteur de ligne est 
traversé par un courant égal à la 
différence des courants de deux 
phases : 


21 2 1 
lL tt 
laos — la — lo 
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tensions appliquées aux côtés du triangle et par v', v’ , v’, les tensions 
existantes entre les fils du réseau. 


La puissance instantanée absorbée est : 


-p i NV 7 PI ZT 1 1 1 
Poa Dada P U ea T ET 0 T Vr T ol 


Mais on a 
v DU NE D =D bam EL 
D ADP DR 0 RE en à 
v = Fuy” RE 


en remplaçant dans l'expression de la puissance instantanée on 
obtient : 


P= betett eL + D. 

On peut donc faire la mesure à l’aide de 
trois wattmètres dont les bobines voltmé- 
triques sont branchées aux bornes des fils 
du réseau et les bobines ampèremétriques 
sont insérées dans les côtés du triangle 
(fig. 78 — 9). 

Dans le cas des phases équilibrées 


P =3V'.1.cose Fig. (78 - 9). 


p étant l’angle de déphasage de I sur V’. 
Comme d’autre part 


= \/3V'.1.cos p (78 — 4) 


On remarque que les deux formules correspondantes 78 —3 et 
78 — 4 sont identiques. 

La puissance moyenne absorbée par un récepteur triphasé équilibré 
est 


V3V'./.cose .. (78 — 5) 
V’ = tension entre phases du réseau ; 
ľ = intensité du courant circulant dans un fil de ligne ; 
® = déphasage du courant traversant un enroulement du récep- 


teur sur la tension appliquée aux bornes de cet enroulement. 


La remarque suivante apporte une simplification importante dans 
la méthode de mesure, que les phases soient équilibrées ou non. 
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Pour un récepteur en étoile, quelconque, les petites lettres représen- 
tant les valeurs potentielles instantanées 


aux différents points indiqués sur la figure 


t ‘ (78 — 10), on a par définition 
3 Dee 0 Das (0, =V) 
— 
La première loi de Kirchhoff appliquée 


£ 
v J au centre de Fétoile donne 
' alors DV A) Foo G 
Fig. (78 - 10). ... (78 — 6) 


de telle sorte qu’en éliminant i, par exemple, 
Ae a a O a a TEV 0) 


Pour un récepteur en triangle, figure 
(78 — 11), 


p — i (D, = Va) ay 4 (ue E V.) Sn l (V, a V) 


Bo G, = l) i Vo @, on l) + Dy (és l) 


Or, aux différents nœuds il vient : 


Sa a S Fig. (78 - 11). 
par suite, p = v} i, + V, i, + v,i,, formule identique à (78 — 6). 

Quel que sort le groupement des phases du récepteur, les formules 
sont identiques, par suite la formule (78 —7) est toujours valable, 


d’où la méthode des deux wattmètres (fig. 78 — 12). 


ANA —— 5e 


MAMA 
Fig. (78 - 12). Fig. (78 - 13). 


Lorsque le réseau est équilibré, un seul watimètre muni d’un com- 
mutateur voltmétrique suffit pour mesurer la puissance (fig. 78 — 13). 
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De plus, les deux lectures wattmétriques, par leur somme, donnent 
la puissance et par leur différence, permettent l’évaluation de l’angle o. 


P=W,+W, Or W= œ f Va ù dt = Va 1 cos (80 — w) 
W, = -> Í Va i, dt = V, 1, cos (80 + o) 


Vu la symétrie : 


V= Y 


en 


et L=L=l4 =1 


23 
done P = W, + W, = 2 VI cos 30 cos ọ = V3 VI cos ọ 
W,- W, 


#1 


et W, == W, = VI sin ọ par suite tg ¢ = V 3 WwW iW., 
1 2 


$ 79. — PHENOMENE DE REPULSION (Ellen Thomson) 


Considérons une bobine parcourue par un courant alternatif 
(fig. 79— 1). 

En disposant au-dessus de la bobine et normalement à son axe une 
spire en cuivre, on constate que celle-ci est repoussée. 
Cette répulsion s'explique par l’action des courants 
induits dans la spire sur le courant de la bobine. 

Soit JC, le flux magnétique développé par la 
bobine, ce flux est proportionnel au courant i. Une 
partie 9, = JM i, de ce flux traverse la spire 
(IC = coefficient d’induction mutuelle de ces deux 
circuits). 

Dans l’hypothèse où les grandeurs en jeux sont Fig. (79 - 1). 
des fonctions simplement sinusoïdales, il vient : 


L = lp- Sin ot 
et H, = ME . l- sin ot 
La force électromotrice e, induite dans la spire est 


__ dx, 
e, = — Ji ——J .1,,.0.cosot 


/ MER 
=E, sin(ot— -5 


en posant E, =W. -0 
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Si R et £ sont la résistance et le coefficient de self-induction de la 
spire, le courant i, induit, a pour expression : 


te 
OR N 2 
æ étant donné par 
CE à 
tg ọ = R 


Ces équations peuvent se traduire par le diagramme vectoriel 
(fig. 79 — 2). 

La réaction du courant i, sur le champ 
créé par la bobine est négligée. A chaque 
instant, la force qui agit sur la spire est pro- 
portionnelle au produit des valeurs instan- 
tanées des courants i . i, 

En moyenne on obtient une force 


Fig. (79 - 2). F = 1T,.1.:c0s Y 


I 


2 

On peut également se rendre compte de l’effet répulsif en examinant 
la variation temporelle du produit i.i, On voit que à, et i, sont de 
même signe pendant les intervalles de temps tv (zones hachurées) 
(fig. 79 — 3) et de signe con- 
traire pendant les temps t. 
Les périodes +’, pendant les- 
quelles les courants i et i, 
de mêmes signes exercent 
une attraction, sont plus 
courtes que les périodes 7 ; 
de plus, pendant 7’ les cou- 
rants sont plus petits car ils 
sont voisins de leur annula- 
tion. La résultante est donc 
en moyenne une force répul- Fig. (79 - 3). 
sive. 

Répétons l’expérience précédente en plaçant au-dessus de la bobine 
parcourue par le courant alternatif, une plaque en métal non magné- 
tique (cuivre par exemple). Cette plaque, comme précédemment la 
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spire, est le siège de courants induits dont les trajectoires sont fermées 
à l’intérieur de la masse ; ces courants induits sont dénommés courants 
de Foucault. Ils réagissent sur le champ créé par la bobine et une 
répulsion se manifeste. 


Si, au lieu d’un métal non magnétique on dispose au-dessus de ïa 
bobine une plaque de fer, deux phénomènes donnant lieu à des forces 
opposées, se superposent. Les courants de 


Foucault donnent naissance à une force este 
l > 


tendant à éloigner le fer de la bobine et la 
magnétisation du fer placé dans le champ CR EE 
de la bobine donne une force attractive. 
3 a >t i . ry’ r r > | 
L'effort attractif magnétique est genera AGE 


lement prédominant, si bien que le fer est 
attiré par la bobine. 

Reprenons l'expérience de la spire en 
interposant entre elle et la bobine un écran | 
métallique bon conducteur. On ne constate | 
plus de courant dans la spire et les effets 
répulsifs ont disparu. L'énergie du champ 
de la bobine a été utilisée à la production ; 
de courants de Foucault dans le métal de 
Pécran. 

Remplaçons la spire par un disque mé- 
tallique plein, pouvant tourner autour d’un 
axe parallèle à laxe de la bobine. Si l’on 
masque une partie du pôle de la bobine par 
un écran, le disque tourne. Les courants de 
Foucault sont induits dans le disque et 
dans l'écran. Ils sont de même sens dans 
leur voisinage immédiat (fig. 79— 4). Il 
s’ensuit une attraction, et le disque tourne 
dans le sens de la flèche. 

Sur ce principe sont basés certains comp- 
teurs électriques. L'écran est souvent rem- Fig. (79 - 5). 
placé par une demi-bague en cuivre fermée 
diamétralement et qui embrasse ainsi la moitié du pôle (fig. 79 — 5). 


DEMI BAGUE 
Ñ JOUANTLE 
À RÖLE D ECRAN 


$ 80. — CHAMP TOURNANT 


Un disque métallique libre de tourner autour d’un axe vertical est 
entraîné dans le même sens qu’un aimant en rotation, disposé sous lui. 
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La vitesse de rotation du disque est inférieure à celle de l’aimant 


(fig. 80 — 1). 


Fig. (80 - 1). 


Dans sa rotation, l’aimant entraine son 
champ magnétique, le disque est le siège de 
courants induits qui, par réaction sur le 
champ de l’aimant, entraîne la rotation du 
disque. 

On engendre de la sorte un champ tournant 
qu'il est possible d’utiliser pour la construc- 
tion de moteurs électriques. 

Montrons comment, en disposant convena- 
blement des bobines parcourues par des cou- 


rants alternatifs, un champ tournant est créé. 


Supposons avoir à notre disposition un réseau 


diphasé. Construisons deux spires identiques fixes Q2 
dont les plans sont perpendiculaires (fig. 80 — 2). 
Alimentons chacune des spires par. une phase du ns - 
réseau diphasé et soit I la valeur efficace commune | 
des intensités de courants dans chaque spire. | 
Les valeurs instantanées sont respectivement : Oz 
i =1.V2.sinot A 
PERRAS TT 
ne j ; E 
et i =I. Ņ 2.sin| ot 5 
Les flux X, et X, 
I r » 
créés par ces cou- 


| 

i 

| 

| 

l 
Fig. (80 - 3). 

rielle des flux composants (fg. 80 — 3) 


-—> -=--> 


—— 
JC: O0, 


rants sont en phase 
avec i, et i, ; ainsi, la 
représentation vecto- 
rielle ou instantanée 
des courants ou des 
flux est, aux échelles 
près, la même. 
Spatialement, le 
flux résultant de l’ac- 
tion des deux spires 
est la somme vecto- 
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Les valeurs instantances des flux sont 


H,=k.i =k.I1.\ 2.sinot 


JT TSS 
A =—k.I.Ņ\2.cosot 


ICa 


=k.i=k.I.\2sin (e p 
k étant le coefficient de proportionnalités entre les courants et les flux : 
X = Va + = k.1.\V 2 


Ainsi spatialement, la valeur instantanée du flux résultant reste 


constante en grandeur et égale à kI Ņ\2, mais change de direction. 
En effet, 


tg a = = — {got 


d’où a — — @,f 


. r -> 
ce qui signifie que le vecteur résultant 9€ tourne dans le sens de la 
flèche avec une vitesse angulaire œw constante. 


La composition de deux flux de même amplitude produits par des 


T 
courants déphasés temporellement de -F (1/4 de période) qui par- 


TT 
courent deux bobines identiques déphasées spatialement d’un angle 5 


(orthogonales), donne lieu à un flux tournant à une vitesse angulaire 
constante (w) et conservant à tout instant la même valeur maximum 


(kI N 2). 
Pour expliquer physiquement cette rotation, il suffit de dessiner 
les lignes magnétiques des deux bobines à des instants différents. 


Fig. (80 - 4). 
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En nous reportant à la figure précédente, choisissons trois instants 
différents, numérotés de 1 à 3. 


1) i=i=I (o t= 135°) 


1 
2) a NE (œ £ = 180°) 
3) un instant { quelconque. 


La représentation correspondante des lignes magnétiques est donnée 
par la figure (80 — 4). 
Un champ tournant est également obtenu à l’aide de deux courants 
sinusoidaux de même pulsation déphasés tem- 
porellement d’un angle ọ quelconque. 


Or Disposons à cet effet deux spires de manière 
Pa à ce que leur plan soit déphasé spatialement 
PEES à DT ei d’un angle Y (fig. 80 — 5). 
n N Les courants qui parcourent respectivement 
K les spires ont comme expressions instantanées : 


Fig. (80 - 5). n 
i, =1.\, 2 sinot 


et L=. \2: sin (œw { — œ) 


Pour simplifier le problème, supposons que les valeurs efficaces 
des deux courants sont les mêmes. 

Les flux correspondants 9€, et JC, sont proportionnels aux courants 
et sont à tout instant normaux aux plans des spires. 


X, =k.i =k.I.Ņ2.sinot=A.sinot 
H, =k.i=k.I.\ 2. sin (@t— p) = A . sin (ot — ¢) 


en posant 
AR, V2 


En choisissant deux 
axes orthogonaux comme 
l'indique la figure (80—6), 
les deux flux sont repré- 
sentés par les deux vec- 


—— —— 
teurs AT, et ,. Le vec- 


teur résultant Fig. (80 - 6). 
- -> —— 
I = AN, + W, peut être remplacé par la somme de ses deux 


. . — —> > —> —> 
projections x et y sur les deux axes ; 9% = x + y. 
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x = JE, . cos (90° — 0) = IT, - sin 8 = A . sin (œ £ — p).sin 0 
y =, — I, . cos 0 = A . [sin o t — sin (w t — p) .cos 8] 


De la formule 
I = \ LU 
on déduit que la valeur du fux résultant varie avec le temps. Les 
> -> 0 r r 
valeurs des composantes x et y sont aussi les coordonnées de lextré- 


mité du vecteur JC. En éliminant le temps t entre x et y on obtient 
l'équation du lieu des points extrêmes de F. 

COS 0 — cos æ 1 + cos? 0 — 2 cos 0 . cos ọ 
ete a 


2 L — A2 sin? 
y+2x.y | in 0 ) À? sin? ọ 


sin 6 
qui est une ellipse dont les axes sont les bissectrices de l'angle 0 et de 
l’angle y, et ceci quel que soit le déphasage ọ. 

Lorsque ® = 0 l’équation précédente se réduit à 


y? + x? = Å? . sin? ọ = I? 


qui représente une circonférence. On peut obtenir un flux tournant 
d'amplitude constante en faisant le déphasage spatial ¥ = 180° — ọ. 

Lorsque les deux spires sont parcourues par des courants en phase 
( = 0) Péquation se transforme en 


© 
ris 
qui est l’équation de la bissectrice de l’angle 0. Dans ce cas, le champ 
est pulsant dans la direction de la bissectrice. 


= —> 


Pour rechercher la vitesse angulaire de rotation du vecteur 2% 
il suffit de prendre l’expression de langle « : 


à y sin œ — sin (ot — ọ) . cos 0 
S m T 7 
DUT x sin (ot — œ). sin 0 

l 
soit a = arctg — 


La vitesse angulaire œ a pour expression : 


o = 


da 1 xy’ EH yx’ 1 ’ ?) l! ( 7 r 
dt — Ce — = — (Ty! — y: 
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et en remplaçant x, x’, y, y’, il vient : 


2 


w = — — Á?ovw.sin ð. sin og 
DIH 


Le vecteur 9 tourne dans le sens indiqué par la flèche avec une 
vitesse angulaire œ variable temporellement puisqu'elle dépend de 
la valeur de I . 

On voit de suite que pour ọẹ = 8 la vitesse angulaire est constante 
(I? = A? . sin? y) et égale à — o. 

Pour ọ = 0 w = 0 (vecteur pulsant). 


Dans le cas général (fig. 80 — 7) la surface élémentaire d S balayće 


par le vecteur F, pendant le temps dt a pour 
expression 


1 1 
d S=- W. da = -5 2w . dt 


——-ÿ A°.0.sin6.sin op. di 


Pour un intervalle de temps t déterminé, la 
surface balayée est 
1 
2 


Fig. (80 - 7). 


SS A?.w,sinm6.sinp.t 
Le déplacement du vecteur 9% suit la loi de Képler où les surfaces 
balayées sont proportionnelles aux temps. 
On obtient également un champ tournant cir- 
culaire en disposant trois spires identiques dé- a: 
phasées spatialement d’un angle de 120°, traver- 


3 , 
sées par les trois courants sinusoïidaux d’un Q. „O 
réseau triphasé (fig. 80 — 8). ES 
a 
i =1.\/2.sinot ir ri 
1 © ©) 
5 


Mae 27 | 
L=1 NT. sin (ut) O7 


ə 
Fig. (80 - 8). 
| o 2 x 
LS IN sin (ot +) 


Les flux correspondants ont des valeurs instantanées proportion- 
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nelles aux valeurs des courants i, i, et i, et peuvent être représentés 
graphiquement par la figure (80 — 9) 


-> —— —— —— 
I =R +R +N, 


N,=A.sinot 


2 x 
D, = A .sinfot- ©) esse 
A | 3 M | 
2 x k 
I, = A . sin | œ t + —— x 
| 3 R | 
Les projections du vecteur résultant Jt sur Fig. (80 - 9). 


— — 
les axes sont x et y. 
I =V re +y? 


et l’angle œ que forme J avec laxe des x est donné par tga = - 
x est égal à la somme des projections des trois vecteurs F., F., FT. 
sur laxe des zx. 

LT, FIC eos 120° EC. gos 240 


Alsi bre 2x 1 4 D) 
= sin o f — -y sin | ot- 3 | -y sin( o + 3 ) 


ad 


1 3 
=a | sinot—-y .2.sin wt. cos 120° | = -5 A .sinot 


et les projections sur laxe des y donnent 


y = X, sin 120° + N, sin 240° = 
y3 | 2x : 2 x 
= —— sın o t — s) — Sin | œ t + 3 


2 
Vs, 5 ka 2x 3 å ; 
RER : . COS O Poe cg oi . COS ŒO 
et par suite 
| 3 
or À 
y 
Bo = cotg mt 
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Le vecteur résultant tourne, en conservant une valeur constante, 


A" 


: : a s , | 
avec une vitesse angulaire A constante et égale à la pulsation 
du courant sinusoiïdal. 


Un artifice permet de créer un champ tournant à partir de courant 
monophasé. Soit une spire (1) traversée par le courant monophasé 
du réseau. Une autre spire (2), court-circuitée, est déphasée spatiale- 
ment par rapport à la première d’un angle Y. Cette seconde spire, 
siège de courants induits, présente un coefficient de self-induction £ 
et une résistance R. Les courants induits sont déphasés temporelle- 
ment sur le courant traversant la première spire et l’on se trouve ainsi 
dans le cas déjà étudié du champ tournant diphasé. En agissant sur 
le déphasage spatial des spires, on obtient un champ circulaire. 


On peut encore produire la rotation d’un disque métallique en 
disposant d’une seule spire parcourue par du cou- 
rant alternatif (fig. 80 — 10). Le raisonnement, dû 
à Fresnel, est le suivant : le courant alternatif, 
traversant une spire donne naissance à un champ 
pulsant normal au plan de la spire. Il revient au 
même de regarder le vecteur 97 comme la résul- 
tante de deux vecteurs identiques et constants 
JC, et 9, tournant en sens inverse avec la même 
vitesse angulaire égale à la pulsation œ du courant du réseau. 


Fig. (80-10). 


Considérons le disque métallique dont le plan est normal au plan 
de la spire. Le vecteur pulsant I€ est décomposé en deux N, et N, 
tournant en sens inverse. Le disque, soumis à ces deux flux, ne 
démarre pas ; mais s’il est lancé dans un sens ou dans l’autre, un 
déséquilibre dans les couples d’entraînement se fait sentir si bien que 
le disque continue le mouvement de rotation amorcé. (Le flux tournant 


en sens inverse de la rotation étant étouffé.) 


§ 81. — PERTES HYSTERETIQUES 


Considérons un tore en matière magnétique et 
enroulons sur une portion de ce tore n spires 
(fig. 81 — 1). Aux bornes À et B de cet enroule- 
ment on applique une d.d.p. sinusoïdale. Le 
flux traversant le tore est sinusoïdal mais, dans 
le cas général, il n’en est pas de même pour le 
courant i qui traverse les spires de l’enroule- Fire or 
ment. Si R est la résistance ohmique du circuit Fig. (81-1). 
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et v la valeur instantanée de la d. d.p. appliquée entre À et B, la loi 
dOhm permet d'écrire 
Dee 

R 


avec D = V sin wt 


17 


e est la f.e.m. de self-induction 


En premier lieu, considérons le cas où la résistance R du circuit 
est négligeable, cela revient, dans l’étude qui suit, à négliger les pertes 
par effet Joule dans enroulement : 


r Ta . Sin ot 


Si Z peut être considéré comme indépendant de à intégration de 
l’équation donne 


ba 2 Q i . T 
EE sin (ot — -7 ) = no sin ot- 


en posant [i = m 
P in D. L 
La puissance moyenne 
ee a 1 +T y? At+IT x 
Pwt) =z), ee mi sin of. sin (ot — 5). dt = 0 


est donc nulle et la puissance fournie est dissipée en effet Joule (R I°) 
qui a été négligé. 

Mais £ ne peut être considéré comme cons- 
tant que pour le début de la courbe de magné- 


tisme 3 = f (F6) (fig. 81 — 2). En général £ 
est fonction du champ et par suite du courant. 
Dans ce cas 

d IC d (L i) 


casn g dE 


avec LS es Fig. (81 - 2). 
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CS V JT 
d’où I = n sin | of — 7) 
o.n 2 
On voit ainsi, que le flux est sinusoïdal et en retard de 1/4 de 


période sur v. 
Si n, désigne le nombre de spires par unité de longueur du tore, le 
champ créé par le courant i est : 


i P | Je 
JG =4x. n.i d’où STE A 
D'autre part 
W vi et dIE = S.d B 


de sorte que la puissance moyenne 


ET 
Paed | vidi = [ao 
T Jg 


——— 


T 
La dernière intégrale se transforme au moyen des formules précé- 
dentes en 
B Fe S J3 
Mer = | —— S.d B = | Fe . d I3 
x 4T. fnm. IB 


intégrale qui doit être faite le long du contour fermé de la courbe 
hystérétique et qui représente la surface À limitée par ce contour. 
La puissance moyenne s'écrit 


= n.5 P 
4.x.n,.T 
et comme 
n 
n — T 
si Z est la longueur axiale du tore : 
— K: A 
per. 
T 4x 


S.l représente le volume du tore. 
Ainsi, par unité de volume et par cycle, énergie perdue par hysté- 
resis est 
1 


T 


Pour la détermination de la surface A il existe de nombreuses 
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expressions empiriques : Steinmetz a proposé la formule empirique 
suivante : 


ne ane ... (81 — 1) 

J, est l'induction maximum créée dans le tore et n est un coefficient 
spécifique qui dépend de la substance magnétique étudiée. 

On a vu précédemment qu’en appliquant une d.d.p. sinusoidale, 

le flux magnétique est sinusoïdal, il en est de même pour le flux d’in- 


I 
duction magnétique puisque 33 = —$ (S étant la section normale). 


S 
En partant de la courbe hystérétique et en recherchant les points 
correspondants aux différents instants, on trouve la forme du cou- 
rant à = f (t) qui traverse enroulement. 

En portant les points de la courbe de 93 = 33,- Sin ot sur la courbe 
hystérétique on trouve les valeurs 
correspondantes de %6 ou de i 8 
car À est proportionnel à f6 et 
Pon peut tracer la courbe de J6 
ou de i en fonction du temps. 

Comme la figure (81 — 3) le 
montre, le courant à n’est pas 
sinusoïdal. Pour pouvoir effec- 
tuer les différents calculs par la 
méthode vectorielle ou par la 
méthode symbolique, il est né- 
cessaire de remplacer i = f Œ 
par une sinusoide équivalente 
dont l’amplitude et le déphasage 
sont tels que les effets du cou- 
rant sinusoïdal soient les mêmes 
que ceux du courant réel. L’am- 
plitude est définie par la valeur 
du flux que ce courant doit créer, 
et le déphasage, par les pertes 
hystérétiques. Si V et Z sont les 
valeurs efficaces de la d.d.p. 
appliquée et du courant traver- 
sant l’enroulement, les pertes 
hystérétiques sont exprimées par 
V .F.cos ®. Fig. (81-3). 

Dessinons sur la même figure 
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v et i en fonction du temps (wt) et soit en pointillé la courbe sinusoï- 
dale équivalente (v). 
Pour la détermination de la valeur efficace et du déphasage on fait 
le raisonnement suivant. | 
Considérons le courant traversant l’enroulement comme étant la 
somme vectorielle de deux courants 1, et Lyr Lng est le courant magné- 


mg 


tisant, il est en phase avec le flux et sa valeur est déterminée par la 


f JC 
valeur efficace du flux | =) 


V2 
n IE 
no 7 Æ) 
Ce courant magnétisant n’absorbe pas d’énergie puisque V'et I 
sont déphasés d’un quart de période. 1, par contre, doit tenir compte 
des pertes hystérétiques, il est en 
phase avec V. Le vecteur résultant 1 
définit le courant équivalent, sa lon- 
sueur donne la valeur efficace et l’an- 
gle œ détermine l’angle moyen des per- 
tes ou angle hystérétique (fig. 81 — 4). 
Te ¢ est le déphasage de V sur 1 
Fig. (81-4). ga = V . I . cos ọ). 

Il est à remarquer que nous avons 

négligé jusqu’à présent les pertes par effet Joule dans l’enroulement. 
Si l’on veut en tenir compte, l’équation instantanée 


Img 


F di 
DSA => 
est à remplacer par i 
, di 
V = R P A + L dt 


En partant de cette dernière, on peut 
compléter la construction du diagramme 
_ vectoriel, comme le montre la figure (81—5). 
La construction de 7 se fait comme pré- 
cédemment en partant de Z, et Iy. Portons 
sur Î un vecteur égal à la chute ohmique — 
RI et ajoutons vectoriellement © < I, on An 
détermine ainsi le vecteur représentant la Fig. (81 - 5). 
d. d. p. appliquée. L’angle ọ entre Z et V 
détermine les pertes par effet Joule et par hystérésis 


V.I.cosọ = E + Po 
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En projetant 1 sur V et sur la normale à V, on obtient 1, et 1, 
où p est la composante wattée du courant, celle qui détermine les 
pertes par hystérésis et par effet Joule et 1, est la composante déwattée, 
non énergétique. 


P= V.I.coso= V. Iy 
$ 82. — COURANTS DE FOUCAULT 


Une masse métallique soumise à l’action d’un champ magnétique 
alternatif est le siège de courants induits qui se ferment à l’intérieur 
de la masse. Ce sont les courants de Foucault. La résistance ohmique 
offerte par la masse est généralement faible, d’où des courants impor- 
tants qui entraînent des pertes élevées (RI2). Pour les réduire on 
s’arrange de manière à augmenter la résistance offerte au passage du 
courant en remplaçant la masse continue par des feuillets isolés élec- 
triquement (au papier) les uns des autres. Dans chaque feuillet, il y 
aura encore production de courants de Foucault mais ceux-ci sont très 
réduits à cause de l’allongement de la trajectoire suivie par le courant 
dans chacun d’eux. 

Afin d'évaluer les pertes par courants de Foucault, considérons un 
feuillet unique de section parallèle à la feuille du papier, la dimension 
longitudinale est normale au 
papier (fig. 82 — 1). Le champ 


magnétique Fe est normal à 

la feuille du papier. Soient h 

et e la hauteur et l’épaisseur 

de la section du feuillet et 7 sa 
longueur que nous suppose- 

rons égale à l’unité pour sim- 

plifier les calculs ( = 1). i | 
Choisissons deux axes OX et 

OY qui divisent symétrique- 

ment la section du feuillet et Fig. (82 -1). 

considérons un circuit rectan- 

gulaire ABCD d'épaisseur élémentaire dx pour les côtés AD et BC et dy 
pour AB et CD. Ce contour rectangulaire est semblable au contour limi- 
tant la section du feuillet, c’est-à-dire en désignant les coordonnées des 
points À, B, C, D par (— x, — y), (— x, + y), (x, y), tx, — y) xety 
satisfont à la relation : 
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Le flux magnétique embrassé par toute la section intérieure au con 


tour ABCD est 
H = 4 x.y. 


La force électromotrice induite et la résistance du circuit élémen- 


taire (l = 1) sont : 


dX o d I 

e = ooge TT HEI 
j T. 4 x 4 y 
SOR zeli E) 


Comme l'épaisseur e est toujours beaucoup plus faible que la hau- 
teur h, x est négligeable devant y et dx devant dy. Pour cette double 


i ; oii g 
raison on peut également négliger —— devant —— de sorte que lex- 
O OO dy dx 


pression de R devient : 


Dans ce circuit élémentaire, la perte par courants de Foucault 


s'écrit : 
ABV 
: o T 4x2.y (d BY 
dp=R.? =-p = y = E (F) dx 
er 
j h , [PY 
ET (Ie) d 


et pour tout le feuillet de longueur l = 1, en supposant 23 uniforme 
sur toute létendue de la section : 


p ERAB GP , g, _ Pe [dm 
o % e= i (ar) 


Si Pon pose 3 = 3, sin ot la puissance moyenne est donnée par 


E Le 
are ; X oss | — 2. 2 a 
e © 6p O m ( Aa 
lepe? T 
= 8o a a a 


où f est la fréquence. 
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L'énergie moyenne perdue par unité de volume et par cycle, s'obtient 
en divisant l'expression précédente par le volume (he) et par la 
fréquence (f) 


W De = A.f. IÈ, ... (82 — 1) 


en posant 


Pour réduire les pertes par courants de Foucault, l’épaisseur des 
Lôles doit être diminuée. La limite est déterminée par une question de 
propagation du flux magnétique dans le fer et par la solution la plus 
économique, le prix des tôles croissant très vite quand leur épaisseur 
diminue. Pour les fréquences industrielles 50 à 60 périodes par 
seconde, on prend des tôles de 0,3, 0,4 ou 0,5 mm. d'épaisseur. Pour des 
fréquences plus élevées, comme les fréquences acoustiques, on est 
obligé de recourir à des tôles plus fines jusqu’à 0,01 mm. d'épaisseur. 
Le prix des machines augmente et d’autre part le gain d’énergie par 
la diminution des pertes par courants de Foucault est partiellement 
compensé par une augmentation des pertes par effet Joule. En effet, 
quand l'épaisseur des tôles diminue fortement, la section utile du fer 
devient petite devant l'épaisseur du papier isolant, on est alors obligé 
d'augmenter le nombre de tôles ; en agrandissant les dimensions, les 
bobinages deviennent plus longs et les pertes par effet Joule augmen- 
tent de ce fait. 
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